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内 容 简 全 


微分 拓扑 是 本 世纪 成 就 和 影响 最 大 的 数学 分 支 之 一 , 在 许多 学 科 领 域 有 
广泛 重要 的 应 用 .1983 年 诺 贝尔 经 济 奖 的 得 主 得 生动 地 讲述 微分 拓扑 方法 大 
助 他 实现 关 链 的 突破 .世界 著名 大 学 都 将 微分 拓扑 列 改 大学生 和 研究 生 的 
重要 课程 并 列 为 博 -[- 资 格 考试 的 重要 科 日 . 

本 书 是 根据 作者 近年 来 多 次 在 北京 大 学 数学 系 讲授 “微分 拓扑 * 课 的 讲 
匾 写 威 , 全书 共 十 二 章 , 前 两 章 和 附录 较 详细 地 介绍 必要 的 预备 知识 ,第 三 
章 至 第 十 二 章 讲述 微分 拓扑 的 基本 概念 与 基本 方法 并 配 有 重要 应用 的 例 
子 . 全书 的 讲解 很 注重 启发 性 , 所 选材 料 有 广泛 的 应 用 面 ,体现 了 学 科 现 代 
化 的 大 趋势 ,适应 于 数学 ,计算 .力学 .物理 .经 济 等 多 个 学 科大 学 生 . 研究生 
和 科技 工作 者 的 需要 . 

本 书 可 作为 综合 大 学 和 高 等 师范 院 校 数学 . 计算 .力学 ,物理 ,经 济 等 学 
科 高 年 级 大 学 生 和 研究 生 的 教材 ,也 可 供 贿 年 数学 教师 和 科技 工作 者 阅读 . 


了 


序 


微分 拓扑 是 本 世纪 成 就 和 影响 最 大 的 数学 分 支 之 一 因 与 微 
分 拓扑 有 关 的 研究 而 装 得 Fields 奖 跌 业 的 数学 家 就 有 好 几 位 ,， 许 
多 国家 的 著名 火 学 都 将 "微分 拓扑 " 列 为 大 学 生 和 研究 生 的 重要 课 
程 并 且 列 为 博士 资格 考试 的 重要 项 目 . 微分 拓扑 在 其 他 学 科 领 域 
也 有 和 便 要 的 应 用 . 1983 年 诺 贝 尔 经 济 学 奖 的 得 主 Gérard Debreu 
在 获奖 演说 中 , 对 于 微分 拓扑 的 方法 帮助 他 实现 关键 性 的 罕 破 况 
有 生动 的 描述 . 【该 蓝 奖 演说 的 译文 “数学 思 办 模式 的 经 济 理论 ” 
载 于 《数学 进展 》 杂 志 第 17 着 3 期 (1988 年 7 月)].) 

微分 拓扑 的 教材 , 较 早 且 影 响 深远 的 有 1958 年 Milnor 在 
Princeton 大 学 讲授 微分 拓扑 的 讲义 (序言 附 记 中 所 列 的 文献 [1]). 
到 了 60 年代, 先后 出 现 了 两 本 讲述 微分 拓 抑 的 非常 精彩 的 小 骨 
子 . 1963 年 出 版 的 Munkres 的 初等 微分 拓扑 学 》( 序 言 附 记 中 的 
12, 着重 介 绍 某 些 最 基本 的 微分 拓扑 技术 平 段 (他 所 称 的 “初等 
技术 ) ，1965 年 出 版 的 Milnor 的 k 从 微分 观点 看 拓扑 》( 序 言 附 记 
中 的 [3D 更 为 人 们 所 珍爱 . 该 书 侧重 于 用 匆 分 的 技术 手 引 解 次 托 
扩 问 题 ,对 许 才 经 监 的 拓扑 定理 作 了 简单 明快 引人入胜 的 处 理 ， 
精 后 出 版 的 徽 分 拓扑 教材 还 右 序 言 附 记 中 列 出 的 [4], 15] 和 [9] 等 ， 
其 中 由 着 重 于 用 微分 技术 解决 折 扑 问题 亿 (可 以 看 成 是 [3] 的 延伸 ); 
[6] 着 重 于 介绍 基本 概念 与 基本 技术 ;[5] 则 对 两 方面 都 有 所 兼顾 . 

笔者 多 年 来 在 北京 大 学 给 研究 生 积 部 分 高 年 级 大 学 生 讲 授 微 
分 拓扑 课 程 。 这 本 讲义 就 是 整理 积累 的 讲稿 写成 的 .作为 研究 和 
基本 课程 的 教材 , 应 该 有 较 宽 广 的 适应 面 ， 笔者 希望 能 兼顾 “基本 
技术 "与 “解决 重要 而 又 有 把 力 的 问题 "等 方面 ， 序言 附 记 中 列 出 
的 [1] 一 [6] 都 可 作为 阅读 本 书 的 重要 参考 资料 ( 书 未 还 列 有 其 他 参 


考 文献 ) . 学 习 这 门 课程 的 预备 知识 是 有 关 微 分 流 形 的 一 些 最 基 
本 的 概念 与 事实 .本 书 的 第 一 章 对 所 需 的 预备 知识 作 了 简单 扼要 
的 讲解 ( 书 中 的 第 一 章 ,第 二 章 和 最 后 的 附录 5 是 流 形 论 基础 知识 
的 一 个 屋 述 ). 本 书 第 三 章 至 第 六 章 重点 讲解 微分 拓扑 学 的 一 些 
最 基本 的 概念 并 重点 介绍 一 些 典 型 的 技巧 方法 ,这些 都 是 学 习 微 
分 拓扑 所 必须 掌握 的 ,第 七 章 至 第 十 二 章 一 方面 继续 讲解 茶 些 重 
要 概念 , 另 一 方面 着 重 于 介绍 基本 概念 和 典型 技巧 方法 的 广泛 应 
用 . 各 章 所 证 明 的 著名 定理 对 数学 的 各 分 支 及 其 他 许多 学 科 的 研 
究 与 应 用 都 是 非常 重要 的 . 在 整理 讲稿 的 时 候 , 笔者 曾 为 叙述 的 
启发 性 而 繁 费 苦 心 ,希望 能 避免 过 分 的 形式 化 而 强调 问题 的 实质 ， 
第 四 章 讲解 向 量 从 与 管状 邻 域 . 喘 射 的 光滑 化 与 同 伦 的 光滑 化 等 
非常 重要 的 内 容 , 却 从 很 简单 的 引 例 开始 ,力图 做 到 形象 生动 并 且 
深信 浅 出， 对 初学 者 而 言 , 在 各 章 的 学 习 过 程 中 自己 举 出 一 些 实 
例 并 卫 画 一 些 适 当 的 示意 图 形 以 帮助 理解 ,仍然 是 很 有 必要 的 . 
笔者 热诚 欢迎 读者 们 的 意见 和 建议 . 笔者 诚挚 地 感谢 姜 伯 驹 教授 
和 李 忠 教授 对 本 书 出 版 的 支持 ,感谢 责任 缩 辑 刘 勇 所 做 的 细致 
工作 . 

根据 笔者 的 经 验 ,本 书 的 材料 适用 于 每 周 授课 3 学 时 的 一 学 
期 课程 ， 如 果 希 望 对 内 容 作 适当 的 删 减 以 开设 一 个 较 少 学 时 的 课 
程 ,那么 以 下 一 些 建议 或 许 有 所 帮助 ， 

(1) 如 果 学 生 对 点 集 拓扑 和 微分 流 形 的 基础 知识 已 经 有 了 较 
好 的 理解 ,那么 第 一 章 和 第 二 章 的 大 部 分 内 容 都 不 必 在 课堂 上 
讲授 . 四 

{2) 第 三 章 和 第 四 章 所 介绍 的 嵌 人 与 管状 邻 域 技术 是 很 重要 
的 .但 应 强调 的 是 Whitney 帐 入 定理 与 管状 邻 域 定理 的 结论 . 至 
于 这 些 定理 证 虹 的 细节 处 理 ,在 讲课 的 时 候 却 是 大 可 和 省略 的 . 

(3) 第 五 章 83 和 84 的 材料 亦 可 省 略 . 因为 在 该 章 的 85 中 
利用 参数 横 截 定理 所 作 的 关于 横 截 逼近 定理 的 证 明 , 适 用 于 无 边 
流 形 与 带 边 流 形 这 两 种 情况 ， 


、2. 


(4) 第 八 章 至 第 十 二 章 的 材料 可 以 根据 实际 情况 有 选择 有 下 
点 地 讲述 其 中 的 一 部 分 . 例如 ,可 以 重点 地 讲述 模 2 情形 的 映射 
度 和 相交 数 , 然 后 道 过 类 比 简单 地 介绍 定向 情形 的 相应 结论 (省 去 
大 部 分 证 明 )， 


张 筑 生 
1995 年 7 月 于 北京 大 学 
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关于 编号 的 说 明 


项 目 编号 ”在 每 一 举 里 , 引 悍 .命题 .定义 .定理 和 注 记 等 项 是 
用 两 个 数码 统一 编号 : 前 一 数码 表示 项 目 所 在 的 节 , 后 一 数码 表 
未 项 目 在 该 节 中 的 顺序 ,两 个 数码 之 间 有 小 圆 点 嗓 开 . 

公式 编号 ”在 每 一 章 里 ,公式 用 带 有 圆 括 强 的 两 个 数码 编号 : 
前 一 数码 表示 公式 所 在 的 节 , 后 一 数码 表示 公式 在 该 节 中 的 顺序 ， 
两 个 数码 之 闻 有 小 圆 点 隔 开 ， 

项 自 与 公式 的 引用 ”在 同一 章 中 引用 时 ,直接 写 出 所 引 项 日 
或 公式 的 编号 . 在 不 同 章 中 引用 时 , 先 要 指明 所 引 项 目 或 公式 所 
在 的 章 , 然 后 才 是 其 编号 . 


图 或 图 表 的 编号 在 全 书 中 ,图 和 图 表 统 一 按 顺 序 编 号 . 


关于 某 些 符号 与 用 语 的 说 明 


常 以 这 :天 一 天 表示 集合 站 的 恒 同 映射 ( 衣 将 三 的 每 一 点 
蜡 到 自己 )， 

常 以 间 E 表示 集 合 玉 的 基数 (对 于 有 限 集 合 , 就 是 该 集合 中 的 
元 素 个 数 ) . 

如 无 男 外 的 说 明 , 讲义 中 所 谈 到 的 “可 数 ” 均 表示 “至 多 可 
数 ", 即 包括 “有限 ”的 情形 , 

对 于 及 的 有 限 子 集 所 常 以 maxF 表 未 下 中 的 最 大 数 , 并 用 
-minF 表示 下 中 的 最 小 数 . 对 于 民 中 的 更 一 般 的 (不 一 定 有 限 的 ) 
子 集 G, 常 以 supG 表示 G 中 数 的 上 确 界 , 并 用 infG 表示 其 下 确 界 . 

符号 sen 表示 这 样 一 个 实 函 数 : 

1， 对 于 x>0i 
| 0， 对 于 x 一 届 
一 J， 对 于 x<0. 
这 里 和 以 后 许多 类 似 的 情形 ,我 们 都 以 符号 " := "表示 “定义 为 ”， 
即 表 示 "右边 的 式 子 是 去 边 记 号 的 定义 ”. 

对 于 4xH 方 阵 4， 常 以 det4 表示 其 行列 式 ， 对 于 m xn 算 阵 
五 约定 以 rankB 表示 它 的 秩 ， 

对 于 拓扑 空间 的 子 集 3 常 以 

ints 
表示 5 的 内 部 ( 即 由 5 的 全 体内 点 组 成 的 集合 ) . 还 约定 以 
KY 
表示 5 的 闭 包 (有 即 包 合 5 的 最 小 闭 集 ). 
设 ( 马 可 是 距离 空间 . 对 于 性 的 非 空子 集 玉 和 下 我 们 约定 记 
d(E,F):= inf {d(x,y)}. 


xEB, yeF 


常用 小 写 的 拉丁 字母 ,例如 x, 表示 空间 及 " 中 的 点 .这 时 , 常 
以 带 上 标 { 或 带 下 标 ) 的 x 表示 x 的 各 分 量 ,例如 
X= x, "IER", 
常 以 上 x| 表示 x 的 Eudlid 范 数 ,有 凤 
| xl:= Gey+ + ， 
对 于 定 放 于 DcR" 并 且 映 人 R" 的 沙 数 所 也 可 用 附 以 上 标 (或 下 
标 ) 的 办 法 指明 其 分 量 , 例如 : 
| f= 0), ,fF "(7)), 
其 中 x=Ce，…,x")eD， 对 类 仙 这 样 的 情形 ,上 标的 意义 可 以 从 行 
文中 看 出 ,不 致 于 被 误 认 成 宕 指数 ， 
如 果 万 是 只 "中 的 开 集 ， 
了 癌 =(C DO 
是 定义 于 D 上 的 连续 可 微 映射 ,那么 该 映射 的 Jacobi 行列 式 ( 常 
简 记 为 .C0)) 指 的 是 


of af 
} 由 
3 2] 
91 9 
dx' bx 


讲义 中 常用 “在 p 点 邻近 * 的 说 法 表示 "在 p 点 的 菜 个 今 域 
中 "这 样 的 意思 . 例如 :“f 是 在 p 点 邻近 有 定义 的 C' 函数 " 意 指 
“ 轿 数 了 在 p 点 的 某 个 开 邻 域内 有 定义 ,并 且 在 该 邻 域 内 是 7 阶 连 
续 可 微 的 ”. 

如 无 另外 的 说 明 , 讲 义 中 所 提 到 的 流 形 均 被 认为 是 满足 第 二 
可 数 公 理 的 . 

我 们 还 约定 用 方 框 记号 “ 口 " 表 示 : “证 明 完 成 "或 者 “证 明 较 
简单 ,不 再 写 出 了 ”这 样 的 意思 . 
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第 一 音 预备 知 记 tt 1 


§3” 切 空间 与 切 映 冉 人 11 
§4 代数 基本 定理 的 " 折 扑 * 证 明 a 17 
附录 道 画 灶 定 理 和 31 
练习 生 te 25 


第 三 章 Whimey 获 入 定理 a 39 


$1 零 测 梨 39 
全 2 Whitney 斌 人 和 定理 a 4 
缠 避 己 a 58 


是 引 例 et 扣 
$2 向 量 从 的 概念 a 566 
§3。 子 从 , Riemamn 度量 , 正 交 补 人 i 72 
$5 ”映射 的 光 沸 化 与 同 伦 的 光 渭 化 ee 
附录 ”更 一 般 的 管状 邻 域 定理 88 
练习 D tt SB 


第 五 章 ”正则 值 与 横 截 性 pp 91 
$2 横 截 性 时 
8§3 ” 横 截 逼近 定理 97 
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第 六 章 向量 场 与 流 , Morse 汲 娄 ee 123 
§1 向 量 场 与 法 123 
$2 流 形 的 名 前 性 9 


第 七 章 一 维 流 形 的 分 类 与 Bronwer 不 动 点 定理 …………… 137 
§1 一 维 微 分 流 形 的 分 类 i.. 137 
2 Brouwer 不 动 点 定理 143 
练习 从 ne 146 


第 八 章 模 2 了 映射 度 与 Boraqk 一 Ulam 定理 [48 
§1 模 2 餐 射 麻 149 
2 模 2 环 代 烙 站 155 


§3 Borsuk-Ulam 定理 本 


练习 HH Ss 153 
第 九 章 定向 映射 度 与 Hepf 定理 et 165 
§1 可 定向 流 形 es at 165 
$2 定向 上 辐射 度 与 定向 环 锚 类 170 
$3 Hopf 定 理 tt 177 
练习 I te 18S 

第 十 章 ”局 部 册 射 度 , Leray 乘积 公式 与 Jordan- Browwer 
分 离 定 理 a 186 
§1 映射 度 定 沈 的 局 部 化 | 
$2 Leray 腾 积 公式 oo 1%0 
号 3 Jordan-Brouwer 分 离 定 理 5 
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第 一 章 预备 知识 


阅读 本 书 的 汗 备 知识 是 关 微分 流 形 和 可 微 映 射 的 一 些 最 基 
本 的 概念 和 一 些 最 基本 的 结论 . 本 寞 的 $1 一 $3 对 这 部 分 内 容 作 
丁 一 个 简明 扼要 的 介绍 . 更 详尽 的 材料 可 以 从 许多 教科 书 或 参考 
书 里 查 到 (例如 套 考 文献 的 [Au], [Bo], [Chb], [Ge] 和 [FWa]). 

在 $4 里 ,将 利 几 * 赣 图 数 定理 ?给 出 “代数 基本 定理 "一 个 新 颖 
的 证 明 . 闭 鸭 数 定 埋 是 微分 芒 形 概念 的 基石 . 熟练 灵活 地 敬 握 运 
用 逆 晒 数 定 理 对 于 学 习 徽 分 拓 站 这 门 课 程 是 至 关 重 要 的 ，&4 所 
介绍 的 代数 基本 定理 的 证 有 是 运用 道 困 数 定理 前 范例 .经典 定 是 
的 别开生面 的 新 汪 明 也 总 是 能 引起 人 们 洛 厚 的 兴趣 .为 了 便于 查 
阅 ,在 附录 && 中 还 按照 我 们 需要 的 形式 陈述 并 让 明了 遂 也 数 定理 ， 


31 微分 流 形 


按照 Bourbaki 学 派 的 观点 ,数学 研究 的 对 锭 是 各 种 结构 ， 通 
党 的 Euclid 空间 及 "至 少 有 两 种 重要 的 结构 : 拓 补 结构 和 代数 结 
构 ( 线 性 空间 结构 ] . 函数 连续 性 的 概念 只 涉及 其 中 第 一 种 结构 . 
可 和 被 性 的 概念 则 涉及 两 种 结构 ,因为 微分 Df(x)=A4 的 定义 率 涉 
到 线性 运算 和 极限 概念 : 

IGth)— fx) — Ah= oa). 
可 被 性 的 概念 可 以 推 让 到 有 拓扑 结 构 和 线性 代数 结 宰 这 两 种 结构 
的 其 他 空间 ,例如 Banach 空间 (其 至 列 一 般 的 拓扑 线性 空 间 ) . 
这 些 有 整体 线性 结构 的 空间 ,应 该 被 看 成 “ 平 直 ” 的 空间 ， 人们 不 
应 足 于 “也 直 " 空 间 的 激 分 学 ,希望 能 进一步 镀 究 “次 曲 "空间 的 微 
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经 验 告 诉 我 们 , 如 果 不 撕 被 ,不 重 释 就 无 法 把 球面 摊 成 平面 区 
域 ( 半 球面 是 可 以 摊 成 平面 区 域 的 ). 拓扑 学 也 证 明了 球面 不 可 能 
与 平面 区 域 同 旺 . 正 因 为 如 此 ,要 把 地 球 表 面 芝 成 地 图 ,就 非得 把 
球面 “ 撕 破 "不 可 .有 好 多 种 “ 撕 破 "的 办 法 , 对 应 着 世界 地 图 的 好 
些 种 画 法 . 

像 球 面 这 样 的 几何 对 象 当 然 不 可 能 有 整体 的 线性 结构 ,但 可 
微 性 的 定义 只 涉及 到 函数 在 一 点 邻近 的 性 质 . 换血 话说 ,这 定义 
是 “局 部 ”的 . 对 于 球面 5 这 样 的 儿 何 对 丛 , 如 果 在 某 点 PE8 的 邻 
近 品 能 引入 局 部 坐标 
. 的 :UU— R’, 

那么 对 于 函数 ;5S 一 RR 自然 可 以 讨论 复合 请 数 
f°0 :pVU)—R 

在 p 点 邻近 的 可 微 性 (参看 图 1) . 查 若 在 点 产 邻 近 , 引 人 不 同 的 


3 


局 部 坐标 : 
piU— Ri yiV—R. 
蚁 数 厂 : S…~ 及 在 pp 点 邻近 也 就 有 两 种 不 同 的 局 部 表示 
fop PU rR fey :yw R. 
上 惧 许 会 发 生 这 样 的 铺 形 : 了 的 这 两 种 局 部 坐标 小 示 有 本 同 的 可 徽 
性 质 . 这 于 就 难以 根据 某 一 局 部 表示 定义 了 在 点 peUnr 的 可 微 
性 . 为 了 避免 在 己方 FF 上 可 微 性 的 定义 出 现 歧 多 ,应 该 要 求 两 局 
部 坐标 之 间 的 坐标 变换 
wep :oCUNY) ~ yuUNY) 


和 

Pop yOUNF) > pCUNY) 
都 是 连续 可 微 的 . 有 了 这 样 的 条 件 .就 可 以 由 f。 wp ! 的 可 微 性 推 
论 出 

feow op Ye (pow) 
的 可 微 性 ,反之 亦 然 . 这 就 是 说 : 丙种 局 部 坐标 对 于 讨论 画 数 
了 :5S 一 民 的 可 微 性 是 协 谢 一 致 的 或 者 说 是 相 容 的 .如 上 果 能 找到 
一 雍 局 部 坐标 ,其 定义 域 覆 羔 了 莹 个 球面 5, 并 且 两 两 在 具 定 义 域 
充 什 的 部 分 上 是 相 容 的 ,那么 就 可 以 无 读 义 池 讨 论 国 数 ;5 一 民 
在 整个 3 上 的 可 微 性 了 ,. 这 时 可 以 说 ,在 3 上 绊 出 了 一 种 微分 结 
构 ， 微 分流 形 定 交 的 基本 想法 就 是 这 样 的 . 


微分 流 形 


设 邮 是 一 个 拓 瓜 空间 ,满足 Hausdor 人 ff 分离 公理 ，( 在 本 书 
以 后 的 各 章节 中 ,还 要 求 MM 满足 第 二 可 数 公理 , 详 见 第 二 章 的 有 
关 陈 述 .) 

(DU, 9) 称 为 是 M 的 一 个 局 部 坐标 图 卡 或 者 一 个 图 卡 (chart)， 
如 果 已 是 4 的 一 个 开 和 从 ,gp 是 从 品 到 RR” 中 的 开 集 gg(U) 的 同 凸 
映射 . CU 称 为 图 卡 的 定义 域 .) 

训 的 两 个 图 卡 (0, 9) 和 (TV, 烛 被 称 为 是 C' 根 容 的 ,如 果 有 以 
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王 电 种 情形 之 一 成 羡 : 
(ly 或 者 UNVY=@， 
2) 或 者 UNV 处 并且 举 标 次 换 
Yep pOUNr)— YUNT) 


和 
gog UN pAUNT) 
都 十 C' 映射 . . 
M 的 一 族 图 卡 光 = {{U, 9 让 被 称 为 是 一 个 图 汇 (atlas)， 
如 果 


(I) 多 中 各 图 卡 的 定义 域 覆 盖 了 对; 

(IT) 艺 中 任意 两 个 图 下 都 避 " 相 容 ， 
MM 的 一 个 C' 图 汇 多 ={(U, 9 被 称 为 是 极 大 的 ,如 桌 它 除了 
CI) 和 (TT) 而 是 还 满足 条 件 

{本 ) 与 健 中 种 图 卡 C' 相 容 的 任何 图 卡 (Y,yw) 都 属 十 多， 

MM 的 一 个 械 太 C7' 图 汇 , 即 满足 上 和 面 要 求 (T), (TT) 和 {下 ) 的 一 
族 图 -kk, 被 称 为 是 村 上 的 一 个 C' 结构 .和 时 连 同一 个 给 定 的 C" 辣 
拘 被 称 为 是 一 个 C' 流 形 . r 宕 1 情形 的 C' 流 形 丢 称 为 微分 流 形 ， 
CY 流 形 又 称 为 光滑 流 形 . 

因为 任何 一 个 图 汇 都 包含 在 一 个 确定 的 极 太 图 汇 之 中 ,所 以 
任何 一 个 和 图 汇 都 确定 一 个 唯一 的 和 结构 ， 

在 上 面 的 定 久 中, 要求 M 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 与 R* 的 某 
个 开 集 问 肚 . 我 们 把 这 里 的 mm 称 为 是 流 形 加 的 锥 数 , 记 为 

dim M= 1m. 


子 流 形 


设计 是 CC' 流 形 ,dimM=m: S$ 是 MM 的 一 个 子 集 . 如 捍 对 任 
何 PsS, 存 在 上 流 形 MM 的 图 卡 (U,w), 优 得 peU 并 日 
{+) POUNS)= oI NR x 0), 
那么 我 们 就 称 $ 为 好 的 s 维 (正则 ) 子 流 形 ,并 把 适合 荣 件 (*) 的 
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图 卡 (U, o) 称 为 关于 子 流 形 5 正则 的 图 卡 . 
蛋 然 上 面 定 义 中 的 于 流 形 5 本身 是 一 个 C' 流 形 ,其 维 数 


dimS=s. 
带 边 流 形 


我 们 已 经 定义 了 以 闫 维 Euclid 空间 RR" 中 的 开 集 为 局 部 模式 
的 流 形 (无边 流 形 ), 这 里 将 进一步 定 广 以 半空 间 
R= {x x x" EER" x 0 
中 的 开 集 为 局 部 模式 的 流 形 带 边 流 形 、 
设计 是 一 个 拓扑 空间 ,满足 Hausdor 他 分离 公理 {在 本 书 以 
后 的 睾 音节 里 偿 杰 求 于 满足 第 二 末 数 公理 , 详 见 第 二 章 的 有 关 陈 
述 ) . 


(D 的 证 称 为 是 邮 的 一 个 局 部 坐标 或 者 一 个 图 卡 , 如 果 忆 是 
朵 的 一 个 开 集 ,@ 是 从 UU 到 RR% 中 某 个 开 集 的 疗 肛 映 射 . 
M 的 两 个 图 卡 (U, gg) 和 (FV, 站) 被 称 为 是 C' 相 容 的 , 如 果 有 有 以 
下 西 种 人 情形 之 一 成 立 : 
(1) 或 者 UNV=@: 
(2) 或 者 UNVB, 并且 坐 标 变换 
网 9 ouUND ~ yuN Tr) 


和 | 
Po yOUNF)Y = ptUNT) 
莉 是 CC' 喘 射 . 
他 的 一 族 图 卡 如 ={(U, gq)) 被 称 为 是 一 个 C' 图 汇 , 如果 
(I) 多 中 客 图 卡 的 定义 域 蓝 葡 了 Mi; 
(HI) 和 蔚 中 任意 其 个 图 卡 帮 盐 C"' 相 容 的 ， 
呆 的 一 个 5 图 汇 罗 = 人 TD 的 被 称 为 是 极 大 的 ,如 凡 它 除了 {I 了 ) 和 
《JI 而 外 还 满足 条 件 
《了 ) 与 光 中 各 图 卡 C' 相 容 的 任何 一 个 图 卡 (V 部 属 于 多. 
好 的 一 个 极 大 C' 图 沪 , 即 满 是 上 面条 件 (I), (I) 和 (了 H) 的 
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一 族 图 卡 定 义 了 MM 上 的 一 个 C' 结 拘 . M 连同 一 个 给 定 的 C' 结 
构 被 称 为 是 一 个 C' 带 边 流 形 . 显然 无 边 流 形 可 以 看 成 是 带 边 流 
形 的 特殊 情形 . 
带 边 流 形 的 子 流 形 可 仿照 无 边 流 形 情 形 给 出 定 交 ， 

ps 并 被 称 为 是 带 边 流 形 好 的 边缘 点 ,倘若 存在 MM 的 图 卡 
(DU,p) ,使 得 PEL 并 且 

fp 人 tp]JETC x ,XIERS|x'=0}. 
MM 的 全 体 边缘 点 的 集合 被 称 为 是 好 的 边缘 , 记 为 QM.， 容易 看 出 ， 
如 果 DM 关 B, 那么 边缘 6M 本 壬 是 一 个 维 数 为 
dimM—1=m—1 


的 天边 流 形 . 

注 记 尚 须 对 上 面 带 边 流 形 定 尺 中 的 条 件 台 ) 作 一 些 和 解释， 
那里 的 pCUNnN 了) 是 民 7Y ccR" 中 的 开 集 (yq (UNF) 并 不 一 定 是 Rn 
中 的 开 集 ) .映射 

多 和 (六方 一 R" 
的 + 阶 连 续 可 微 性 应 该 理解 为 : 存在 琢 " 中 的 开 集 G>9 (UNVY， 
使 得 网 > wm ' 可 适当 地 扩充 定义 到 开 集 G 上 ,并 卫 扩 完 后 的 受 射 
是 从 6G 到 RR" 的 7 阶 连 续 可 微 映射 ， 


82 可 微 映射 


设 放 和 NN 是 C' 流 形 (y 宕 1)， 


ff:M—-N 
是 连续 映射 ,pe M. 分 别 取 人 MM 入 的 图 卡 (U, pg) 和 (TV 少 ), 使 得 
peEU, Tw)eV. 


必要 时 适当 缩小 U, 可 设 六 CS. 考察 映射 
Jj 一 Ya fp: opU) > WV SR", 
这 个 映射 被 称 为 了 在 p 点 健 近 的 局 部 表示 . 
局 部 表示 了 是 内 R* 中 的 开 集 ef 到 有 "中 的 映射 ,因而 可 
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以 时 论 其 连续 可 微 性 ， 如果 了 是 CC 的 ,那么 我 们 就 说 了 在 p 点 邻 
过 是 Cr 的 . 如 果 7 在 M 上 处 处 者 是 CC 的, 则 称 了 为 "映射 (C" 
有 映射 即 连 续 喘 射 ,C” 映射 又 称 为 光滑 映射 ) . 

请 注意 ,虽然 可 徽 性 的 定义 是 借助 二 局 部 举 标 加 以 陈述 的 ,但 
这 一 性 质 本 身 并 不 依赖 于 局 部 坐标 的 具体 选择 、 

如 业 六 :一 入 是 一 一 对 应 ,并 旦 了 种 f7' 都 是 C' 映射 , 则 
称 f 为 C' 同 且 . r 宇 1 情形 的 如 "同上 导 统称 为 微分 同 胜 ,C” 同 胚 又 
称 为 沦 滑 同 胚 ， 

设 轩 和 NN 是 C' 流 形 ,上 是 M 中 的 开 集 :psD， 如果 映 身 

fiU—>N 

是 从 如 到 并 集 了 (USN 的 C' 同 及 , 那 么 我 们 就 说 了 是 从 点 邻 
近 到 了 @p}) 点 邻近 的 局 部 Cr 同 胚 . 

设计 和 NN 是 C' 流 形 (满足 条 件 dim MM=m,dimN=n,r 这 1)， 
:MM 一 和 N 十 C' 映射 ,peM， 选择 训 和 诊 的 局 部 坐标 (U,q) 和 
(TV, 岁 ) ,满足 和 条件: pe Uf(U) crY， 作 局 部 表示 

f= fo pg! pO) $Y). 
考察 了 在 中 人 ) 点 的 微分 {( 即 Jacobi 矩阵 } 的 秩 
rankfD 方 。， 
如 上 凡 男 有 有 MM 和 NN 的 局 部 坐标 (如, gy) 和 (Pu 也 满足 : 
peD, FUN)EW, 
那么 我 们 有 另 一 局 部 表示 
f= fe pr! PAU HD). 


容易 证 明 
rank (Df )y w= Tank (DF yey: 
因 市 rank{D 了 ),w) 实际 上 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选择 , 它 反映 六 f 
在 p 点 的 性 寺 , 我 们 把 它 称 为 是 了 在 p 点 的 秩 , 记 为 rank,f， 这 就 
是 说 ,我 们 定义 
rank,f := rank(Df oo). 
下 面 考察 关于 悉 的 几 种 重 归 的 情形 . 


(I) 如 果 正二 PITankaf 一 玉 一 用 那么 /就 是 从 疡 点 邻近 到 3 一 
fn) 点 邻近 的 局 部 C' 微分 同 胚 ，( 这 湛 质 十 就 是 道 畏 数 定理 ,请 参 
看 本 章 后 的 附录 a.) 

《ID 闸 暴 商 系 mtanknf 一 六 则 称 了 在 号 点 是 浸入 , 如 果 .J 在 时 
的 等 一 点 都 是 混 人 , 则 称 1 为 浸入 映射 . 例如 :共和 及 "到 了 的 标准 
放大 鼎 里 


下 R" —~ R"xR’-"= I", 
[人 
怠 是 一 个 汉人 职 射 ， 
(I 如果 m 六 xn，r&nk,f=n, 则 称 了 在 p 点 是 济 没 .如 有 果 J 在 
并 的 每 一 点 都 是 淹没 , 则 称 了 为 渡 没 映射 . m 宕 n 时 , 从 RRR" 到 RR" 的 
标准 投影 噢 射 


x : R"=RxR" " -~ 了 
(x XN x) 
就 是 流 没 映射 的 一 个 典型 的 例子. 
我 们 可 以 选取 适当 的 局 部 坐标 图 卡 ,个 得 淄 入 与 港 没 共 有 非 
党 简单 的 局 部 表示 ， 
2.1 命题 (浸入 的 典范 局 部 表示 ) 设 / :MN 在 p 点 是 
浸 人 . 则 存在 p 点 邻近 的 局 部 华 标 图 卡 (Ug) 和 g=f 了 4p) 贞 邻 近 
的 局 部 坐标 图 卡 (Vw), 使 得 
ITUIEY, opp)=0, yq)=0 
f=y° fe 0 il ptU), 
是 从 RR” 到 民 "x R"-"=R" 的 所 准 放 人 了 觅 射 , 基 
了 R"— R"x Rm” 
x t= (x, 0). 
证 明 首先 选取 MM 在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 (U,w) 和 入 在 
49 点 分 近 的 局 部 坐标 图 卡 (F ,1) ,适合 这 样 的 条 件 : 
f(D)EW, pp)=0 wD=0. 
考察 局 部 表示 用 = 加。f。9 在 8(p)=0 点 的 微分 .不妨 设 
名 


Df)o=| 
六 nxnm 
其 中 的 4,,x。 是 非 退化 方 阵 ， 
det 4 天 0. 
考察 映射 
F: glU)XR"— Rr 
(Cx, yp) rr FX) + (0,y). 
因为 


人 : 0 
(DF) w= | be | 
* : Tmx rm 


所 以 FF 是 从 (0,0) 点 的 某 个 开 邻 域 Hcep(UD) xR "到 R" 中 的 开 
集 GCCP 的 微分 同 肘 . 我 们 记 
Vw (OEW, VU=UN MeV. 
赔 有 (FV)=G=F(B)， 尺 因为 
Foj(x)= F(x,0)=fi(x), 
所 以 有 如 下 的 交换 图 表 ( 图 2) .取出 = Fe 协 ， 则 局 部 坐标 图 卡 


U +/ pV 
0 "| 
oD yp) pple, 
H 
图 2 


(U,p) 和 (VW 使 得 局 部 表示 j=。f。w-! 具有 如 下 性 质 : 
TO)=ye fop 0 =F eye fs p(x) 
=F 0 f=), vxeop(U). 
这 就 是 
f=yo fe 9 =jio(U), OO 
2.2 命题 (淹没 的 典范 表示 ) 设 / ;MM 一 N 在 点 pelM 是 济 
没 , 则 存在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 (U, 四 和 了 = Fo 点 邻近 的 局 
部 华 标 图 卡 (VW 办 ,使 得 
FDESV, om)=0, ylq=0, 
f=y° f° po !=x 9(U), 
这 里 的 :RR”"= 民 "xRR*w" 一 民 " 是 标准 的 投影 映射 . 
证 明 首先 选取 p 点 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 (Ui, wi) 和 gg 点 邻近 
的 局 部 坐标 图 卡 {Vi, 冰 ), 适 合 这 样 一 些 条 件 : 
HODEW, pp)=0, yD=0. 
考察 局 部 表 示 所 = 束 。f。gp7! 在 gi(pj=0 点 的 微分 . 不 妨 设 


OF) 4 : :| 


其 中 4dhxn 是非 退化 方 阵 ， 考察 映射 忆 : gifU) 一 RR", 站 分 量 表 
未 为 : 


F(x,, x") =(f) (x,, x tl, XX"), 


了 
pe x 二 nt 
El 
Ftax 1 xX"™) = tl 
下 mx x") 一 Xx" 


因为 
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人 xn : * 
DHT 0 : Ln mx | 


所 以 地 在 及 "中 的 开 子 集 G, 0e GC qi{U), 使 得 下 是 从 6G 到 良 "中 
某 个 包含 0 点 的 开 集 五 的 微分 同 肚 . 记 U=@ (Gj) SU, j= 
FF* gi 则 有 如 下 的 交 挽 图 表 {到 3): 


U VY 
六 二 Fe 只 wav) yr) 
F Sd 
万 一 了 到” 
图 3 


局 部 坐标 图 卡 (U, wp) 和 (VF, 如 使 得 f 的 局 部 表示 具有 以 下 形式 
fy fog lyef per =foF -roU). 吕 


$3 ” 切 空 间 与 切 映射 


设 MM 是 一 个 微分 流 形 ，peM， 流 形 M 上 过 p 点 的 一 条 可 微 
曲线 是 这 样 一 个 可 微 映射 
yy (—£,6)— MM, 
它 满足 条 件 y(0)=p， 所 有 的 过 p 点 的 可 微 申 线 的 集合 记 为 . 才 ; 
所 有 的 在 p 点 邻近 有 定义 的 连续 可 微 实 函 数 的 集合 记 为 .6*. 对 
十 yE. 妈 和 JE.4*, 我 们 引入 记号 : 


jl 


《< 六 ?725 一 fo vo: 


3.1 定义 在 -Ai 上 引信“ 相 切 关系 "一 ,规定 
~ < f= YD VfEAY. 
容易 验证 : 相 切 关系 ~ 是 一 种 等 价 关 系 . 集合 . 改 按 相 妇 关系 分 
类 ,每 一 等 价 类 [让 被 称 为 是 微分 芒 形 村 在 p 点 的 一 个 切 向 量 . 全 
体 这 样 的 切 向 其 的 集合 
jd 一- 一 
被 称 为 微分 流 形 好 在 了 点 的 切 空间 , 通常 将 微分 流 形 MM 在 p 点 
的 切 空间 记 为 TM. (暂时 我 们 还 只 能 把 切 空 间 工 MM= MM, 看 作 
一 个 集合 ， 稍 后 赋予 它 适 当 的 线性 结构 之 后 ,就 可 以 把 TM=M， 
看 成 一 个 总 性 空间 .} 
对 于 切 向 量 [j] 6M, 我 们 可 以 定义 
《的 ?> :一 《入 办 
取 短 分 流 形 加 在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 {U, gp) ,考察 其 坐标 分 
量 函 数 
Xi=NAie Wm, j=],…,m. 
这 里 的 x/ : 及 "一 民 是 到 第 j 个 因子 空间 的 投影 . 因为 


Ds= 证 ?加 ho = 于 dr po (pon Dion 


Mo) d 


] 0x1 dt 


-Tao ) .1 


了 


Xi ?人 [0 


所 以 ,为 了 判断 9,y25- 友 研 舍 相 急 ， 只 须 用 点 邻近 任意 一 个 局 部 
坐标 (U, gp) 的 坐标 分 基 x'，…,x" 作 为 检验 函数 ,检验 是 从 有 
Ce Gm, j= 1,,mh 
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3.2 定 兴 ” 设 [ 几 是 微分 流 形 好 在 pp 点 的 一 个 切 向 量 ;《C 9) 
是 三 在 问 点 邻近 的 问 部 举 标 ,xx 是 其 坐标 分 量 国 数 . 我 
们 把 


£1 = <xi, {>, 一 1，…， PH ， 
称 汶 切 向 盟 DeEM, 的 坐标 分 量 . 
泛 定 了 朵 在 p 点 邻近 的 一 个 局 部 掌 标 {2 由 之 后 ,用 上 面 所 
说 的 方式 ,可 使 每 个 切 和 南 量 加 唯一 地 对 应 着 一 个 m 维 向 量 
E= (£1, 0, EM)ER", 
反 过 来 ,对 于 每 一 个 mm 维 向 量 
t= (0, ER", 
也 怡 有 一 个 切 向 量 [yiE Ad, 共 坐标 分 量 是 上 上， 读 切 向 量 可 
以 由 过 疡 点 的 这 样 一 条 灿 线 ?所 给 出 (选取 足 艇 小 的 e> 0); 
TD=0 (pp tLE), te(—£,0), 
这 样 ,每 当选 定 了 M 卫 在 p 点 邻近 的 一 个 局 部 坐标 (U, gq) 之 后 ,就 能 
按 上 述 方式 建立 起 切 空间 M, 与 R" 之 间 的 一 一 对 应 : 
9y NM, K™, 
一 
人 >， 
设 (5P 风 是 邮 在 pp 点 邻近 交 男 一 局 部 坐标 , 址 坐 标 分 量 函 
数 为 


二 
议 革 站 量 交 E 相应 于 (7, 加 的 坐标 分 量 为 7 ,…,w"， 因 为 
Woy = oo) {po yt), 
折 以 切 凋 芋 品 的 新 昌 华 标 分 唱 之 问 搓 照 区 下 法 则 变换 
dy! = 了 yi dx* 


dr Ex di “ 
也 就 臣 
r 1 dv 加 
6 we 
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变 挽 {9.1) 中 的 系数 方 阵 


ap! 
[| 
即 是 映射 yy。w 的 Jacobi 方 阵 . 我 们 把 这 方 陡 所 表示 的 线性 变 
换 ( 印 隐身 时。 go 的 微分 ]) 记 为 过。 o 中 于 是 , (3.1) 忒 可 以 


(3.2) Vv =e pe? 切中 - 
由 此 又 得 到 
(3.3} pi We p= pi 


选 定 了 他 在 p 点 邻近 的 一 个 局 部 坐标 (Ug) 之 后 ,借助 于 一 
一 对 应 
pp, : M,— Rr", 
[yl &, 
我 们 可 以 将 R" 中 的 线性 结构 移植 到 MM, 之 上. 这 就 是 说 ,我 们 可 
以 定义 


[BJ]+ [7]:= px (GBD)+ 9,{[y))), 
ef? 一 9 (eo.([7])). 
如 采摘 用 放 在 PP 点 邻近 的 男 一 局 部 坐标 (FF, 溃 ) ,那么 利用 各 .27 和 
位 .3) 式 叮 得 
Wa Chall BD) + yal[y])) 

= op) (PBT py) 

OA 

= pr pallBD) + poly])). 
燃 似 地 可 以 得 到 

We Coval[y]))= pr Ce pally))). 
这 就 是 说 ,我 们 用 上 面 所 说 的 方式 定义 的 MM, 中 的 线性 运算 ,实际 
上 上 与 局 部 坐标 的 有 具体 选择 无 关 . 
用 上 述 方 式 定 义 了 线性 结构 之 后 , 切 空间 TM= M, 成 为 线 

性 空间 ,并 且 映 射 
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or: TM R” 
是 线性 空间 之 间 的 同 构 : 
pAB + = op) ey) wey])= ey,([y]). 
汰 察 Re 由 的 标准 基底 


(3.4} $= (0, 87, OF), j= 工 HL， 
上 其中 
1 若 i1=j 
a 
0， 阁 ij. 
同 构 


9 了 

将 FR" 的 基底 (3.4) 变 成 TM 衣 的 一 组 基底 ,我 们 将 这 组 基底 记 为 
9 3 .1 

xl Ex” dx" 


换 句 话说 ,我 们 约定 记 


(3.5) 


各 le 
人 一 9 C6), 天 二 1, 2， 了， 


切 向 车 [yje TM 经 同 构 p* 映 成 Re 中 的 一 个 向 量 上 其 分 量 为 
Fixi[y]}, j=1,2,…,m. 
于 是 有 
oD) -Tes -0 (Der) -De 
大 大 到 
3.3 命题 选 定 了 计 在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 之 后 ， 
DB ... .0 
Bx fe” 
成 为 切 空 间 丈 邮 的 一 组 基底 ,， 切 向 量 [y]sT,M 对 这 组 基底 展开 
的 系数 恰好 为 


不 一 《Kx [9] >， k=1,2,.,1m. 
3.4 定义 次 M 帮 和 NN 是 微分 流 形 , FF : M 一 NN 是 可 微 映射 ， 
PEM， 上 映射 三 诱导 出 这 样 一 个 从 了 好 = 昌 到 TypyN= Nero) 的 
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映射 : 
Fr: M, — Now) 
[7] ~ {F. 7]. 


这 诱导 映射 F, 被 称 为 是 映射 下 在 p 点 的 切 陕 射 ， 


任意 选取 训 在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 (U,w) 和 家 在 F(p) 点 但 
近 的 局 部 华 标 [TV 由, 记 


F=We Fem 
对 于 [y]eM,, 设 


mt ] @ 
A 
则 有 


Wi=€yi, [下 -7 > 一 yi Fo y(t-o 


Im oF 
=2, 


i Ox* <x, [y]> 
EE 
之 RX ° 


3.5 命题 切 映 射 : M, 一 Mro) 基 一 个 线性 映射 , 它 的 
分 量 表示 及 是 由 Jacobi 第 阵 


| 

Dx nxm 

所 决定 的 线性 映射 ， 请 参看 下 面 的 交换 图 表 { 图 4): 
16 


$4 ”代数 基本 定理 的 “拓扑 ?证明 


经 典 的 代数 基本 定理 断言 : 任何 不 是 常数 的 复 系数 代数 多 项 
式 至 少 有 一 个 复 根 . 1799 年 以 米 ,代数 基本 定理 已 经 有 了 为 数 众 
多 的 证 明 , 但 没有 一 个 证 明 是 纯 民 数 的 ,下 面 将 要 介绍 的 证 明 是 
逆 函 数 定 理 的 有 起 的 应 用 ， 

首先 指出 ,通过 将 x+ 让 看 成 (xf 凡 ,可 以 将 复 平 面 工 的 拓扑 
与 实 平面 民 : 的 拓扑 等 同 视 之 . 把 UScC 同时 也 看 做 RR? 的 子 集 ， 
可 以 将 映射 9 ;UU 一 C 表示 为: 

Px tiy) =u(x, +iptx, ). 
这 样 ,上 映射 8 :如 一 CC 决定 了 这 样 一 个 映射 ， 
U — R’, 
(4.1) | 
[Fa ), (x,y). 

4.1 引 理 设 避 是 C 中 的 开 集 (也 看 作 六: 中 的 开 集 ), 9 : 器 
一 们 是 可 微 复 函 数 . 则 由 9 所 决定 的 形 如 (4.1) 那 样 的 映射 在 
[4.5 点 处 的 Jacobi 行列 式 为 

au 0) 
x, y) 


=|9'(e))’, 
其 中 c=a+ 雇 . 

证 明 沿 着 平行 于 x 轴 的 方向 和 平行 于 y 轴 的 方向 考察 极限 
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Pl2) — pe) . 
2 研一 上 


我 们 看 到 
9d . 0 .OQ 
pO= Be ab) ti (0h) (0h) i 0b)- 


因 市 有 
ou = 虹 各 | 一 -并 
Ox loan 人 | Ox |.») By |@.o 7 
‘oP DY oY -( 关 也- 世 世 ) 
19 Ce) (( 中] AAA Ox jab) bx dy dy Bx jab 

ou 
dx dy 

wm wl 9 
OX dy taby 


4.2 引 理 考察 函数 9(z)] 一 z"(m 宇 1)， 设 上 是 非 零 复数 , 则 
存在 定义 于 p* 邻近 的 连续 可 微 的 复 国 数 区 , 满足 
(人 (六 二 mW， yp")=b. 
证 明 因为 
p' (b) = mb™! #0, 

所 以 (根据 首 函 数 定 理 )p 是 从 5 点 邻近 到 总 点 邻近 的 局 部 微分 
同 有 旺 , 因 测 存 在 定 关 于 5" 点 邻近 的 连 继 可 微 的 道 葡 数 沙 , 它 满 中 
PPOWD)= WwW WP) =2. 

由 此 得 到 
(Vw)"=w, yo")=b,. OD 
4.3 引 理 设 h 六 1, 则 n 次 复 系数 多 项 式 ftz) 所 定 交 的 从 碟 
到 上 C 的 映射 是 一 个 开 映射 这 就 是 说 , 任何 一 个 开 集 GSC 经 了 映 
射 了 之 后 的 像 集 岂 G) 仍 是 中 的 开 集 . 特别 地 , fA(C) 基 CC 中 的 
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上 只 须 对 任意 的 ceG, 证 时 存 在 c 点 的 开 邻 域 UcG, 使 
得 FUD) 包含 了 f(c) 点 的 一 个 开 邻 域 路， 为 此 ,我 们 将 f(z) 表 
示 为 
f(z)=f(c) + (z— ey"g(z), 
其 中 m 之 1,g( 引 是 一 个 n 一 mm 次 复 系数 多 项 式 , 庆 合共 人 忻 g(c) 0. 
以 下 分 两 种 情形 讨论 . 
情形 1 m=1， 对 这 种 情形 ， 
f'(c)=g(c) #0, 
根据 逆 庙 数 定理 ，f 将 c 点 的 一 个 开 邻 域 UcG 有 映 成 Ke] 点 的 开 
邻 域 不 ， 
情形 2 m>1， 对 这 种 情形 , 我 们 首先 选取 pecC 适合 加 = 
区 { 即 取 4 为 gle) 的 任意 一 个 m 次 方 根 ). 根据 引 理 4.2, 存在 
定义 于 站 =g(e) 点 邻近 的 连续 可 微 函 数 几 适合 
WO =w, wg) =bA0. 
于 是 ,我 们 可 以 在 ec 点 邻近 将 了 潜 示 为 
f(z2)= Fe) + (Cz ~ en(z ND", 
其 中 h(z)= 由 (g(z)) 是 连续 可 微 函数 ,并 且 满 足 条 件 
A(c)=y tg(e) = bz0. 


考察 这 样 两 个 函数 : 
F(z)=(— ohlz), PE)=e", 
因为 F'(c)=h{(c) #0, 
打 以 将 c 点 的 一 个 开 邻 域 UcG 映 成 以 F(e)=0 为 中 心 的 一 个 
开 同 盘 Db. 而 中 则 将 开 圆 盘 DD 映 成 以 0 点 为 中 心 的 开 圆 盘 六 限 
制 在 上 ,我 们 可 以 将 了 写成 
fs)= f(t BF)). . 

困 调 AU) 包含 了 f(e) 点 的 一 个 开 邻 域 全 这 里 的 机 = re) 上 了 是 
上 由 妖 点 的 开 邻 不 下 经 平行 移动 而 得 到 的 . 口 

4.4 引 理 设 al, :一代 是 由 nn 次 复 系 数 包 项 式 f(z) 
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所 定义 的 映射 , 则 像 集 EC) 是 一 个 际 集 . 
和 证明 设 w=f(zD)ef(C), k=1,2,…, 满足 条 和 件 


(4.2) lim w= was 


我 们 来 证 明 : 存在 zoeC, 使 得 f(z0)= wo. 

普 先 可 以 断定 {z,} 是 有 和 界 序列 ， 否则 ,将 有 {z4} 的 子 序列 趋 于 
oo, 与 (4.2) 北 盾 .其 次 ,从 有 田 序 列 {z.} 中 可 以 选 出 收 合子 序列 
{zs} . 设 


lim zx .一 20， 
则 有 
fa) = Him fa)™ lim wT wo 口 


4.5 代数 基本 定理 设 n>1, 则 nn 次 复 系数 多 项 式 至 少 有 一 
个 复 根 ， 

证 明 根据 引 理 4.3 和 引 理 4.4，f(C) 是 复 平 面 下 上 一 个 既 
开 妈 闭 的 集合 . 因为 和 是 连通 的 ,并 也 显然 ©) 关 B, 所 以 只 能 有 

fC)=C. 

这 证 明了 对 任何 we 心 , 方程 f(z)=w 都 有 解 . 特别 地 ,方程 f(z)= 人 0 
至 少 有 一 个 复 根 . 口 

利用 引 理 4.3, 还 可 以 作出 代数 基本 定理 的 另 一 个 证 明 . 该 证 
明 可 以 看 成 是 经 典 的 Aregand-Cauchy 证 明 的 更 为 次 观 的 托 扑 
草本 - 

4.6 代数 基本 定理 的 又 一 证 明 


因为 lim f(z)=oo ,所 以 存在 只 > 0, 使 得 
zlzR 一 汪 |) > FO0). 


记 
K= {zeEC|lz|R}, 


20 


则 函数 |FgzjE 在 玉 上 的 最 小 值 必 定 在 天 内 部 的 某 点 取得- 我们 
指出 这 时 必 有 (lc)=0， 香 其, 因为 1 将 :点 的 一 个 开 邻 域 U( 不 
妨 设 UcKK) 映 成 f(c} 点 的 一 个 开 邻 域 抒 , 所 以 必 有 你 中 的 某 点 
w 二 六 z) 使 得 

. [Fa < | Fe)|, 
但 这 与 | 了 tc)| 的 最 小 性 矛盾 { 参 看 图 5). 叶 


度 3 


附录 w 道 函 数 定理 


0 引 理 设 A: R" 一 R" 是 一 个 可 首 线 性 映射 , 则 存 站 正 
实数 az, 使 得 
Axl2ollxl, wxeR". 
证 明 因为 4 是 可 道 线性 映射 ,所 以 
#0 —> AEE0. 
易 知 4xi 是 变 元 x 的 连续 函数 , 因而 它 在 球面 $= 
{seR*|iel=1} 上 取得 最 小 值 
inf {1AE1}=0>0. 


因为 对 任何 非 零 的 x 有 一 二 -Ee5, 所 以 


ix 


Hn 


印 
LAxl 宇 allxl. 
上 式 对 x=0 显 然 也 成 立 . 口 
ax 引 理 设 @ 是 下" 中 的 开 集 ， 
7 G-= Rn 
是 C 映射 和 21)，azeG 如 果 DD7{a)=4 是 可 族 线性 映射 ,那么 
存在 4 点 的 开 邻 域 UcG 和 实数 w>0, 使 得 
Fx FO)x'— xl, WYx',xeU. 
因而 f 巍 制 在 VU 上 基 一 个 单 映 射 . 
证 明 记 op(x)=x 一 A471 了 (lx), 则 有 
Do(a)}=0. 
因而 在 在 a 点 的 开 邻 域 UcG, 使 得 限制 在 UU 上 有 
IDoGol sp <1, 
这 里 p 是 取 定 的 介 于 0 和 1 之 间 的 实数 ,例如 可 取 p= 12， 于 是 ， 
对 于 任何 x',xsU 有 
lo(x')— ox) pllx’ — xi. 


又 因为 
= — ox D, f(x)= A(x— p(X), 
所 以 有 
NA) — Ft =A — plx'D— (x— wx) 
Ea 
a(x’—xl— let) — oo) 
>a(ll— px'~xl= wlx'— xl, 
这 里 的 sc 是 引 理 .1 中 所 述 的 正 实数 ，@w= all 一 p)> 人 0. 口 
ea.3 引 理 设 G 是 FR" 中 的 开 集 ,了 :GR" 蚌 CC" 映射 
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ziD. 如 果 对 任何 xsG, 线性 映射 Df (x) 都 是 可 道 的 ， 
那么 KG] 是 及 "中 的 开 集 ， 

证 明 任 肾 aeG, 将 证 (6G) 包含 5= 大 全 的 一 个 开 邻 域 ， 

根据 引 理 a.1, 存在 4 点 的 开 邻 域 USG, 使 得 了 限制 在 口上 
是 单 映射 ， 取 足够 小 的 实数 1> 0, 使 得 

B={xeR"| lx—al<A} cU. 

考察 球面 S$={xeR"||x 一 al= 办 ， 根 据 了 在 U 上 的 单一 性 ,可 以 
断定 


J) FRG), Wxes. 
因而 


inf {|f00— fo) = 1>0. 


指 考 察 b= fta) 的 开 邻 域 WW= beRlly- 中 < p12} ， 对 任意 取 定 
的 ye W, 定义 这 样 一 个 函数 
UR" 
x r= f(x) 一 上 用 
因为 对 ye 序 有 [|y 一 f(a 省 = 上 一 <12, 所 以 对 xeS, PE 下 有 
[foo) -yl -fa oby-fo) um 1/2= 112. 
于 是 对 xseS 有 
日 人 = | oy > £4d > |) — y= wn). 
由 此 可 知 : 燃 在 B 上 的 最 小 值 只 能 在 B 内 部 的 某 点 c 取得 ,因而 在 
污点 有 


Dxt : 
也 就 是 
CD SEO kl 
义 因 为 
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det YO ) #0 


Fe)=y, j=1,…,n. 
这 就 是 说 ,对 于 任何 ye W, 在 在 ceG, 使 得 f(tc)=y. 口 
.4 洲 函 数 定理 设 吕 是 R* 中 的 开 集 , f: DO 一 民 ' 是 Cr" 
映射 (r 裕 1)，asf2， 如 果品 f(a) 是 可 道 线性 瞎 射 ,那么 存在 a 点 
的 开 郎 城 UO 和 b= f(a) 点 的 开 邻 江 WV 使 得 了 限制 到 上 是 从 U 
到 下 的 C' 同 胚 ， 
证 肯 ” 先 取 4 点 的 开 邻 域 GS 避 ,使 得 
det(Df(xNDA0, VxeG. 
再 取 a 点 的 开 邻 域 VEG 邵 引 理 we.2 中 所 述 , 根据 引 理 w.2 和 引 
理 a,3 我 们 有 
(1) 了 1 如 是 单 映射 ， 
(2) F=f(U) 是 B= f(a) 点 的 开 邻 域 ， 
直面 ,我 们 来 证 明 : 
(3) g=(fIU) :VY 一 U 是 C’ 映射 . 
首先 ,将 x'=gGy 十 )， x 二 gO 代 人 引 理 .2 的 不 等 式 
FCG) ~ fx wilx’ — xl, 


所 以 由 (ai 可 得 


我 们 得 到 

(0.2) lg + -gle 二 lz 

这 让 明了 道 映 射 9 的 连续 性 . 为 了 证 明 g 的 可 微 性 ,将 利用 如 下 

的 关系 式 : 

‘0.3) n= f(g0 +i) f(g0)). 

记 4 二 DftgGy)) 利用 微分 的 定义 并 注意 到 (&.2) 利 必 ,3) 式 可 得 

n—-AlgG + go) 
=J(gy + /gy ACgty +D — yp)) 
=ollgCGy +t) — gD = on). 
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由 些 得 到 
gy+D-g0) -A n= ollnl)., 

这 证 明了 道上 映射 g 的 可 微 性 ,并 求 出 
(ce.4) Dg(y)= (Df(g0)D™. 
有 由 于 方 阵 取 赣 的 运算 是 (任意 阶 ) 连 续 可 微 的 ,上 是 7 阶 连 续 可 微 
的 fr 兰 1). 8 是 连续 的 ,从 (oa.4) 式 可 以 看 出 Dg(y) 对 3 的 连续 性 ， 
这 证 时 了 8 是 忆 : 允 射 . 

对 于 >>1 的 情形 ,还 须 判 断 9g 的 大 阶 连 续 可 微 性 ,这 里 
1 < 上 所 1， 事实 上 ,从 DDf 和 gg 的 上 一 1 阶 连 续 可 微 性 能 够 推断 

Dyg(y)= (DA(g 0 

的 天 一 1 阶 连续 可 微 性 ,这 就 是 g 的 上 阶 连 续 可 微 性 . 口 


练 习 各 


上 .以 下 这 些 集 合 视 为 及 : 的 子 空间 峙 有 相应 的 所 扑 ， 试 
问 能 否 由 予 这 些 白 瓜 空 间 以 微分 结构 而 使 它们 成 为 微分 流 形 ? 

(a) A=!(x,y)eR |xy=0); 

(b) B= i(x,y)ER’ | oO 十 = 1}; 


加 CieepeR | x>0, ?sn 


(d) D= CU {x ER | x=0, lys1}. 

六 .2, 求证 两 个 沽 人 的 复合 仍 是 一 个 漫 人 . 

A.3. 设 好 是 紧 致 微分 流 形 ,六 是 连通 微分 流 形 ， J/ : M -~ 
太 是 一 个 淹没 映射 试 证 f(M) = 六. 

A.4. 对 于 紧 致 微分 流 形 M, 不 存在 从 好 到 Rr 的 淹没 映射 ， 

A.5. 设 MM 是 紧 致 微分 流 形 , f : M 一 民 是 可 微 映射 。 试 证 . 
至 少 存在 好 上 的 两 个 点 p 和 9 使 得 (fx), 和 (fx), 都 是 零 映射 . 

A.6. 设 和 了 和 Z 是 微分 流 形 , ff; X 一 了 和 g: 了 ->Z 是 
可 徽 映 射 . 斌 证; 

(1) 如 果 gf 了 是 浸 大 映射 ,那么 了 也 是 混和 人 映射; 


(2) 如 打 go。f 是 淹没 咬 射 并 且 了 是 满 映 射 ,那么 gg 也 是 流 没 

上 A.7. 循 以 下 线索 可 己 作 出 代数 茜 本 定理 的 又 一 个 “ 拓 扩 ” 
证 明 ， 

(1) 设 mm 之 1, g( 轨 是 mm 次 复 系数 多 项 式 . 试 证 :如果 g(z) 
有 根 , 那 么 它 至 多 只 有 m 个 根 . (请 注意 : 证明 这 一 结论 勿 须 引用 
代数 基本 定理 .) 

(2) 设 n 全 1， f(z) 是 nn 次 复 系 数 包 项 式 , 则 

K={zeCt|f(z)=0} 


是 有 限 集合 ， 

G) 4= 7(C\K) 和 8= 人 CFC) 都 是 复 平面 怠 上 的 开 集 .并 
HANB=@., 

(4) 记 E=C\fA(D, 则 EcAUB. 因为 是 连通 集合 ,所 以 
必 有 以 下 两 个 论断 之 一 成 立 ; 

或 者 E 门 4=%， 或 者 EMB=9. 

(5) 斌 证 五 门 4 云 @, 因而 只 能 有 EN 站 B=@. 叉 因 为 BcE, 所 
以 B= BN 人 ME= .由 此 得 知 fC)= CC. 

六 .8. 在 Milnor 所 著 的 深 受 珍爱 的 小 书 & 从 微分 观点 看 拓扑 》 
的 $1 里 ,给 出 了 代数 基本 定理 的 另 一 种 "拓扑 * 证 明 。 请 阅读 该 证 
明 并 弄 清 所 有 的 细节 . 

点 9. 把 所 有 的 nxXxm 实数 什 阵 组 成 的 焦 合 记 粮 竺 {n,m}， 我 
们 可 以 将 并 n,m) 等 同 于 R""™, 从 而 赋予 它 与 RR" 相同 的 拓扑 结构 . 
又 设 Mn,m; 由 是 由 全 体 秩 为 上 的 nxm 实数 矩阵 组 成 的 Mn,m) 
的 于 集合 . 试 证 Mi,m; 上 是 古 (n,m 的 王 则 子 流 形 ,并 请 计算 
Min,m;k) 的 维 数 ， 


第 二 章 第 二 可 数 性 质 , 仿 紧 性 质 与 单位 分 解 
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白 扑 基 设 革 是 一 个 拓扑 空间 , 风 是 的 一 族 开 集 。 如 果 羡 
的 任何 一 个 开 集 都 可 忆 表 东城 .多 中 某 些 开 集 的 并 集 , 凤 
G= (ja, 


BO 
县 E 沁 


那么 我 们 就 说 多 是 碟 的 一 个 拓扑 基 

1.1 引 理 设 半 是 一 个 集合 ,G 是 羡 的 一 个 于 和 集 , 当 是 羡 的 一 
谍 子 集 , 则 以 下 两 个 条 件 相 互 等 价 : 

(1) 集合 8G 可 以 表示 成 寡 中 某 些 集 台 之 并 集 ; 

[2) 对 任何 xeG, 存 在 旦 .e. 多 ,使 得 xE 有 .= 

证 明 (1 = 一 (2) 对 任何 

xEeG= (| 8, 
BE 

显然 存在 B.E. 光 ,使 得 xeB,cG. 

(2) 一 一 > (1) 设 对 任何 xeG, 存在 Be 多 ,使 得 xs8,5G, 
则 显然 有 


GLB CG, 


XE 


因而 有 G=(j B.. DO 口 


EC 


覆盖 的 细 分 关系 {从属 关系 ) 设 半 是 一 个 集合 , 灾 利 是 六 
的 覆盖 . 若 对 任何 一 个 PE 区 存在 WE% 使 得 
Vew, 
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则 称 * 细 分 1 记 为 
< 
{又 称 > 从 属于 党 小 

拓扑 空间 万 的 任何 一 个 拓扑 基 .多 当然 都 基 瑟 的 一 个 开 医 
盖 , 下 面 的 命 古 则 更 值得 我 们 注意 . 

1.2 命题 设 长 是 一 个 拓扑 空间 , 几 是 装 的 一 个 拓扑 基 , 则 对 
六 的 任何 一 个 开 覆 盖 Y, 存在 洛 . < 水, 使 得 

(1) .名 仍 是 去 的 拓扑 基 ( 自 然 也 是 覆盖 ) ; 

(2) ,< 

证 阴 我 们 定义 

B= {BEeY|IWeEY: BW. 
下 面 验证 这 样 的 多 ,满足 要 求 (1) 和 (2). 根据 定义 , (2) 显然 成 
立 . 为 了 验证 (1) ,我 们 考察 了 X 的 任意 一 个 开 集 G， 对 任何 xeG,， 
显然 存在 E 和 ;使 得 xs 门下 ; 因而 又 存在 Be 名 使 得 
xXEBCGN 人 NW， 必然 有 
BEB,, xEBCG. 
这 证 明了 多 仍 是 天 的 拓扑 基 . 口 

第 二 可 数 空间 ”拓扑 空间 天 被 称 为 第 二 可 数 空间 , 笛 若 它 满 
足下 面 的 第 二 可 数 公理 : 

(A) 于 具有 由 可 数 个 开 集 组 成 的 拓扑 基 ，( 请 注意 , 这 里 和 
以 后 所 说 的 “可 数 ” 均 包括 “有 限 ” 的 情形 , 更 精确 的 说 法 是 “至 多 
可 数 ”.) 

1.3 定理 (Lindel6f 定 理 ) 第 二 可 数 空 间 屯 的 任 柯 一 个 开 覆 六 
都 含有 可 数 子 覆盖 . 

名 证 明 设 几 是 革 的 一 个 可 数 的 拓 扣 基 ,%” 是 的 一 个 开 覆 
” 攻 . 根据 命题 1.2, 存在 .多 的 于 族 .各 ,使 得 

(1) 名 改善 工 ; 

(2) . 忽 << Yi- 
细作 为 鹤 的 子 族 自 然 仍 是 可 数 的 .不妨 设 
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-二 {8., B,, i, B; 了 小 
由 于 - 忽 <2 对 每 一 个 访 E 名 ,存在 ES; 使 得 BSW .于 是 
Yi 的 可 数 子 族 


YY1 = {Wi, MW, ,, Wi, 和 


仍 是 无 的 一 个 玫 盖 . 

1.4 定理 流 形 时 为 第 二 可 数 空 间 的 必要 充分 条 件 革 : 它 具 
有 由 可 数 个 局 部 坐标 域 构成 的 覆盖 . 

证 明 “必要 性 "部 分 可 引用 定理 1.3 加 以 证 明 , 下 面 证 明 “ 充 
分 性 "部 分 . 

充分 性 每 一 局 部 坐标 域 品 同 肚 于 R" 中 的 开 集 (加 ,因而 
是 第 二 可 数 的 . 只 须 证 明 : 恨 如 邮 能 表示 成 可 数 个 开 集 的 并 集 


M=[] U,, 
上 一 上 


其 中 每 个 开 集 以 都 是 第 二 可 数 的 ,那么 M 本 身 是 第 二 可 数 空 
间 . 请 读者 自己 验证 这 后 一 结论 口 

在 流 形 的 定义 中 附加 第 二 可 数 公 理 , 可 以 有 效 地 排除 一 些 “ 病 
态 " 和 情形 的 频 扰 ,使 我 们 的 注意 力 能 够 集中 于 最 重要 ,最 有 意义 的 
情形 . 因此 ,我 们 和 作 如 下 的 约定 . 

重要 约定 ” 若 无 男 外 的 说 明 , 以 后 行文 中 所 提 到 的 流 形 都 认 
为 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 . 


$2 局 部 紧 性 质 


局 部 紧 空 间 设 X 是 Hausdorff 拓扑 空间 . 抱 被 称 为 是 局 部 
紧 的 ,倘若 对 半 的 任意 一 点 p 和 包含 该 点 的 尾 意 开 集 已 存在 这 样 
的 开 集 天 下 的 闭 包 下 是 紧 致 的 ,并 且 满 足 条 件 

PEF SF 一 也 
换 句 话说 . 芯 被 称 为 是 局 部 紧 的 , 倘若 对 任意 的 pex 利 p 点 的 任意 
开 邻 域 U, 存 在 点 的 闭 包 为 紧 致 集 的 开 邻 域 ,使 得 VU. 
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2.1 定理 流 形 是 局 部 紧 空 间 。 口 

2.2 定理 设 关 是 第 二 可 数 的 ,局 部 紧 Hausdorf 拓扑 空 间 ， 
则 存在 可 数 个 开 集 G6,,…, GG,…, 满 足以 下 条 件 : 

(1) G, 是 紧 致 集 , j= 二 1,2,…; 

2) G0, 1=1.2,..; 

(3) (JG=\ 65,=X. 


证 明 闭 包 紧 致 的 开 集 组 成 下 的 一 个 履 盖 , 国 而 存在 可 数 子 
覆盖 . 设 
(+ WW, WW,, 0 Wi,, a 
是 可 数 个 闭 包 为 紧 致 集 移 开 集 ,它们 六 六 了 苇 我 们 首先 取 
G,= WV， 假定 G41 已 经 选 定 ,满足 这 样 的 条 件 : 

(ID) G 是 紧 致 集 ， 

(i) WCG 
我 们 从 (0 中 选取 有 限 个 开 集 ,使 得 这 些 开 集 的 并 集 [覆盖 G1. 
然后 命 G= FU Wh ， 显然 @ 满足 条 件 

CI,) Gi 是 紧 致 集 ， 

{1,) GU WEG,. 
用 这 样 的 方式 选取 的 可 数 个 开 集 

OO, G,, …， 人 ， 由 

满 下 条件: 


(1) 6G 是 紧 致 集 ,，k=1,2,…; 

(2) -GG,, k=2,3,.…; 

G3) XCUmcUGcG.cx. 口 
此 此 天 


2.3 注 记 如果 拓 扑 空 间 闫 可 以 表 玉 成 可 数 个 紫 致 集 的 并 
集 , 那 么 我 们 就 说 X 是 ec 紧 的 , 根 泥 定理 22, 任何 {满足 第 二 可 数 
公理 的 } 流 形 都 是 o 紧 的 . 
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33 信和 紧 性 质 


局 部 有 起 性 与 仿 紧 性 【(I) 设立 是 一 个 拓扑 空间 ， 我 们 说 
于 的 一 个 子 集 族 多 是 局 部 有 银 的 . 倘 著 对 任何 PE 区 存在 p 点 之 
开 邻 域 局 使 得 〖 上 只 与 多 中 的 有 限 个 集合 WW 相交 ( 即 : 促 有 限 个 
We 能 使 UNW#D). 

(I) 设 互 是 拓扑 空间 ,满足 HausdorT 分 离 公 理 . 空间 万 被 
称 为 是 仿 紧 的 , 倘若 对 于 支 的 任何 开 覆 盖 2 ,都 存在 下 的 局 部 有 限 
的 开 覆 次 ,使 得 所 . 

记号 约定 ”我们 约定 以 B, 表 示 及" 中 以 原点 为 中 心 , 以 产 为 
半径 的 开 球 .这 就 是 说 ,约定 记 


及 人 Go x )ER" +p 


3.1 定理 设 M 十 一 个 (满足 第 二 可 数 公 理 的 )} 流 形 . 则 对 
于 MM 的 任何 一 个 开 覆 盖 2, 存在 M 的 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 
(Ui, 9;) 和 开 集 KV， 全 ,使 得 

WeveU, i=1,2,.., 

并 卫 满 足 条 人 忻 : 

(1) 多 ={2 是 局 部 有 限 族 , 多 <<C; 

(2) Pp(U;)= B,, pA )= B,, pA)= Bi, i=1,2,."; 

(3) sr= 1 覆盖 M， 

证 明 下 可 数 个 开 集 G,G,,…, G,,… 满足 定理 2.2 的 要 求 . 
记 6G_/=G=W， 显 然 Gi\G_ 1 是 紧 致 集 , G,, NG，, 是 开 集 ,并 且 

GANAG GANG ， 

对 性 意 的 PEGAG,，_, 存在 Qe2, 使 得 peOQ， 央 而 存在 M 的 局 部 华 
标 图 -长 (U, gp) ,满足 这 样 的 条 柏 ， 

(i) PEUC(G, NG A) NO; 
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(ii) pp)=0, (ON=B,. 
我 们 记 
V=9 "(8B), WW- (By). 
区 为 GN\G，, 是 紧 致 集 , 所 以 存在 有 限 个 点 psy Por.w: ;Pos 使 
得 相应 的 Www Wo 覆盖 GA G1 只 须 取 
多 = 
Y= {Voy Vw Von Vr 
Y= {Wo Wi Wa We 
就 可 满足 条 件 ; 
(1) 多 是 局 部 有 限 族 ,多 <l; 
(2) gl0)=B,, PAF)S=B,, pW)=B,, i=1,2,.，; 
(3) 2 覆盖 MM. 
以 上 这 些 条 件 中 ,只 有 多 的 局 部 有 限 性 质 尚 须 验 证 . 为 了 验证 局 
部 有 限 性 ,我 们 考察 M 的 任意 一 点 p， 可 设 peG,. 容易 看 出 : p 
点 的 开 邻 域 G. 仪 与 乡 中 有 恨 个 集合 相交 ， 
G/U, =, Vi2r+t2, 1 &jek. 口 
3.2 推论 (满足 第 二 可 数 公理 的 ) 流 形 是 仿 紧 的 . 


84 单位 分 解 


4.1 引 理 设 是 这 样 定义 的 实 函 数 ; 
few 对 于 1>0, 
0= 人 对 于 1<0, 
则 teC™ (R, R). 
42 引 理 设 ? 是 这 样 定 尺 的 图 数 : 
_ 《G4 一 站 
00) Tr Fe) ， 
其 中 已 是 引 理 4.1 中 的 那个 函数 ， 
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x={x, EER, r=|x|=y xi+…+x. 
则 weC”《R", 种 ,并 且 满 足以 下 条 件 : 


m= I, 对 于 |x|=r 专 1, 
Onx) < 1], 对 于 1<zr<2， 
s(x)=0, 对 于 xl =r 之 2, 


开 一 阅 二 (3)， 对 于 任意 的 x&R” 
43 引 理 谈 MM 是 党 清流 形 ,p 是 M 的 任意 一 点 , (U, 0 
是 Mi 的 局 部 坐标 图 卡 ,下 和 到 是 训 中 的 开 焦 ,并 设 
peWS WerveVed, 
P=0, pI=B, oN=B, oN=B,, 
唱 存在 wxECY CM, 到 ,满足 条 件 : 
| "tg)=1, 对 于 geW, 


0<MHD<1,， 对 村 deW\W, 
ng)=0, 对 于 qeM\V. 
记号 约定 设 ; M 一 尺 是 CC 函数 (0) ,我 们 约定 记 
supp f= {4M|7 (9D) 0} ， 
并 把 它 称 为 函数 的 支 集 . 若 supp f 是 紧 致 的 , 则 称 了 为 紧 支 瀣 
数 . 定义 于 好 上 的 全 居 紧 支 C* 函数 的 集合 记 为 C*OM, RR)， 特别 
地 ,全 体 紧 六 光滑 国 数 的 集合 记 为 C” (CM, RR}. 
4.4 定理 (单位 分 解 或 1 的 分 解 (Partition of unity) 设 M 
是 光 请 流 形 , 必 是 M 的 任意 一 个 开 屠 盖 , 则 存在 可 数 个 
eC™ (MR, i=1,2,., 


适合 条 件 : 
(1) {supp < 
(2) {supp 加 } 是 局 部 有 有 眼 族 ; 


(3) 40, i=1,2,-… 并且 多 =1. 
i=1 


后 到 EC” (UM, 了 R=1,2,…) ,适合 这 样 的 条 件 : 
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0 一 1( 国 <，YdgEA，i= 1 2 …。 
ni.(4)=0, vqeM\ Tr,, 
因为 多 ={ 已 } 是 局 部 有 限 族 , 所 以 


| n=1, ‘YqgeW,, 


> < 十 co. 
又 因为 罗 一 {W} 覆盖 了 M, 所 以 


名 二 之 1. 
我 们 定义 
A 二 “全 了 1 ， 1 一 1.2.…， 
j=] 


很 容易 验证 ， 这 样 定义 的 4, 刀 ,…:, 满 忠 定理 的 全 部 要 求 ， 口 
4.5 注 记 通常 把 满足 上 许 定 理 的 要 求 (1 一 (3) 的 紧 支 光滑 
函数 族 { 和 ;叫做 从 属于 覆盖 2 的 单位 分 解 . 
4.6 推论 设 村 是 光 潍 流 形 ,是 轩 的 非 空 闻 子 集 ,G 是 好 
的 开 集 , FcG.， 则 存在 geC™~(M, 下 , 使 得 
FofpeMlg(p=1}csuppg C， 
车 Ff 是 紧 致 集 , 则 还 可 要 求 ge CY™ 0Ud, 取 . 
证 明 记 二 =M\F, 则 C=1G, 有 是 冯 的 开 覆 盖 . 根据 定理 
4.4, 存 在 从 属于 2 = {G,H} 的 单位 分 解 和 4.} .我们 定义 


Ef 和 
supp di 


则 有 
F=M\Hc{peMIgp)=1} csupp goo. 
车 下 是 紧 致 集 , 则 在 在 M 的 开 集 G,, 它 的 闭 包 Gu 是 紫 致 的 ， 
并 且 满 足 条 件 
FGCGTG. 
以 名 代替 G, 重复 上 疝 的 讨论 (或 利用 上 面 的 结论 ), 可 以 得 到 邓 
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数 goeEC” UM, RD), 满足 这 样 的 条 件 ; 
Fc{peM |golD=1}c supp gS Go. 
因为 GG 是 紧 致 的 ,所 以 有 gE Cr (M, 风 . 加 
47 推论 设 {G} 是 并 的 局 部 有 限 的 开 集 族 , 瓦 是 紧 致 集 ， 
KcG, 并 二 
KEK=M. 


则 存在 fy} CY (CMR 了 ,满足 条 件 : 
(1) 0 所 w 扫 1 Pw=1; 


(2) Kcsupp vo,. 
证 明 根据 推论 4.6, 存在 上 EC (tM, 民 ), 使 得 
Kc{peMlu(p= 1}esuppn eG. 
因为 {名} 是 局 部 有 限 族 , 所 以 
之 上 < 二 ee， 


又 因为 {KK} 覆 盖 了 对 , 所 以 


我 们 定义 


则 易 豆 证 : 1 满足 全 部 要 求 . 口 
$5 紧 流 形 能 人 Euclid 空间 


S.1 定义 设计 和 NN 是 己 流 形 ,f:M 一 NN 是 C' 映射 ,并 
赋 子 了 0M) 作 为 NN 的 子 空间 的 拓扑 . 如 时 了 :1 一 人 是 C 混 
人 :并 且 f 是 从 MM 到 f(M) 的 一 个 同 胚 映射 ,那么 就 称 1 :M 一 NN 
是 一 个 己 杠 入 . C” 构 入 又 称 光 谓 扔 入 . 
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s.2 定理 设 用 是 紧 致 光滑 流 形 , 则 存在 光 沸 雇 人 映射 
fi:M— RR, 
其 中 工 蚌 一 个 足够 太 的 自然 数 .( 以 后 我 们 将 看 到 ,L=2dimM +1 
就 足够 了 ,但 这 里 的 证 明 可 能 要 求 更 大 的 L.) 
证 明 对 于 每 一 点 psM, 存在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 
{U, mp) ,使 得 
oD=0, pi)=B,. 
我 们 引信 记号 
V=p 二 )》， W= op (By). 
由 于 邮 的 暴 臻 性 ,可 以 选择 有 限 个 这 样 的 局 部 坐标 图 卡 (Di) ， 
使 得 相应 的 WV ,了 环 , 缆 盖 了 对 根据 引 理 43, 存在 
mEC™ (MM, ,满足 条 件 : 
HD=1, vgeW,, 


0<n{D<1l, vaerv\T,, 
ni()=0, vqeM\F. 
设 dimM = 六 我们 取 了 = km 十 六 =Km 十 1), 并 作 这 样 一 个 映射 
ff: MR, 
其 定 交 为 
全 二 人 (0 的 Goal MD), (9)), 
其 中 对 和 Go 全 的 定 尽 作 了 这 样 的 扩充 ;规定 
MDPADN=0, vqeM\r. 
显 热 /M4 一 Rr 是 光滑 映射 .下 曾 我 们 将 证 明 : 
(I1) 了 在 每 一 点 peMM 都 是 混 人 ; 
【 卫 ) f 是 单 映射 ， 
首先 ,对 任意 的 peM, 存 首 上 面 到 定 的 某 个 W ,使 得 peIt. 
在 了 点 的 开 邻 域 抒 . 上 , f(g 的 分 量 中 的 一 部 分 恰好 是 
全 = 让， 
因而 /的 局 部 表示 f=/。w! 具有 这 样 的 形状 


Fx A * 于 站， Xi 于 


ma 本 本 市 机 - 
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据 此 容易 证 明 : f 在 p 点 是 浸入 . 
其 次 ,说 g', gE 肝 ,使 得 了 lq 一 了 (q)， 则 有 

Mm(a =D, i 1,,k. 

设 皇族 , 则 加 = 1 因而 入 4)=1， 这 说 明 gre 却 ,. 限制 在 多 ,, 泛 

察 了 的 分 量 , 可 以 得 到 

nAg dp (a mpAD), pA)= P(g). 

但 在 二 到 ,上 gq 是 同 肛 映射 ,因而 必 有 gg=q， 以 上 讨论 证 明了 

f(a)=/ {D9 =4, 


即 了 是 单 映 射 ， 

我 们 看 到 了; MM 一 R* 是 一 个 单一 的 光滑 的 温和 人 ， 点 集 拓扑 
学 中 有 这 样 一 个 定理 ， 紧 空间 映 入 Hausdorff 空间 的 单一 连续 映 
射 必 为 到 其 像 集 的 同 胚 爱 射 、 根据 这 一 定理 ,我 们 可 以 断定 ， 
是 从 半 到 了 (MD SR 的 同 胚 映射 ， 这 就 最 后 完成 了 定理 的 证 
明 , 口 


练习 了 


B.!， 斌 让 下 列 空 间 ( 赋 以 通常 的 拓 孙 )} 都 是 第 二 可 数 空间 ; 

(a) 民 ; :也 ) 及 加 及 "的 开 子 集 ， 

B.2. 设 拓扑 空间 M 可 以 赦 示 成 可 数 个 开 集 的 并 集 : 
M=\ 以 ， 


并 且 每 个 开 集 忆 ( 赋 以 对 的 子 空间 折 扑 者 是 第 二 可 数 空 间 ， 求 
证 M 是 第 二 可 数 空间 ， 

B.3， 试 证 : (a) 第 二 可 数 空 间 的 子 空间 是 第 二 可 数 空 间 ; 

(b) 局 部 紧 致 空间 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 致 空间 ; 

(c) 仿 紧 空间 的 闭 子 空间 是 仿 紧 空间 . 

B.4. 设 邮 是 光滑 流 形 ( 候 定 M 满足 第 二 可 数 公 起),4 和 号 
在 闻 的 两 个 不 相 变 的 册子 集 . 试 证 存在 WeC” CE,R) ,满足 以 
下 要 求 : 
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(1) OVms], vpeM; 

(2) wD=1, PEST 

(3) ym=0, wpeB. 

B.5， 众 所 周知 ,圆周 S$ 是 一 维 流 形 , 并且 能 够 和 根 好 地 所 入 到 
民 之 中 .现在 ,请 你 给 出 圆 阅 S$ 的 由 两 个 图 卡 组 成 的 图 汇 , 然后 仿 
照 定 理 5.2 的 证 时 ,设法 将 8 散人 到 苞 中 去 (可 点 设法 使 所 放 人 的 
空间 比 定理 5.2 的 证 明 中 所 要 求 的 维 数 低 一 维 ). 还 请 你 描绘 出 
用 这 种 办 法 将 3 做 大 了 下 的 大 致 图形 . 通过 这 一 练习 ,你 能 够 凭 各 
儿 何 直观 加 强 对 定理 52 及 其 证 明 的 理 通 

B.6， 设 村 是 光滑 流 形 ,{ 玉 } 是 MM 的 一 个 紧 邹 集 族 ,iV 是 时 
的 一 个 局 部 有 限 的 开 集 族 , 兵 = 万 i=1,2,…, 并 卫 


UK=M. 


则 对 任意 给 定 的 一 族 正 实数 {51, 存在 光滑 画 数 。 : M 一 R, 适 全 
条 人 忻 


QO<ep<s, Vpek, i=1,2,.…, 
提示 ”可 按 以 下 线 案 作出 证 明 : 
(a) 必要 时 缩小 ,可 设 务 个 都 是 紧 致 的 ; 
(b) 根据 推论 4.7, 存在 {wj} =C” (CM, R) ,适合 条 件 : 
(1) Ogvs1l, Pv=], 


(2) Kc{peMb(p>0} csupp re; 
(c) 对 于 任意 取 定 的 j, 证明 =inffs | 个 六 关 多 > 人 0 
(dj 验证 如 下 定义 的 光滑 晃 数 适合 题目 的 要 求 : 
e{p}=2 vp). 
B.7. 设 F 是 FR" 的 闭 子 集 . 试 证 存在 feC™ [R" R) , 适合 茶 件 
(1) fF0, vxeR’, 
(2) f -0}=F., 
《提示 : 可 和 参看 文献 [Go], p.77.) 
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第 三 章 。Whitney 嵌入 定理 


1.1 定 兴 设 a, beR, a<b, i=1,…,m， 我们 称 R" 的 子 集 
T=(0,b) x a, px x (Ca, b,) 
为 m 维 开 长 方块 {或 开 长 方 体 ) ,并 将 其 体积 定义 为 


=H6.-a). 
/的 闭 包 了 被 称 为 闭 长 方块 ( 域 闭 长 方 体 ) ， 闭 长 方 抉 7 的 体积 定义 为 
T= 


1.2 定义 集合 EcR" 被 称 为 零 测 集 ,倘若 对 任意 给 定 的 >0， 
存在 (至 多 ) 可 数 个 m 维 开 长 方 鼎 ,5,…, 使 得 


EcUi, Yil<e. 
i=1 i=1 


1.3 注 记 将 定义 12 中 所 提 到 的 “并 长 方 估 ' 统统 换 成 “ 开 正 
方块 ,所 得 到 的 陈述 与 原 定 义 等 价 . 为 说 明 这 一 事实 , 内 须 指 
出 : 民 " 中 的 任何 一 个 开 长 方块 了 可 以 被 体积 之 和 不 超过 2"|I| 的 一 
些 开 正方 块 所 覆盖 ， 

证 明 ”不妨 设 

一 (XXX 


mm 


[= min{h ll im;; =q 方 十 


其 中 


4EN， 0sr< 了 i= ] ,2 
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开 长 方块 1 为 以 下 这 些 开 正 方块 所 覆盖 : 
_ 太一 ] +1 ， ， 六 一 ] 元 十 | 
fa (mt + | x x (a, dt 2 小 


大 ET 9 i= 1， ,mn. 
这 些 开 正方 块 总 共有 gq;… 个 ,每 个 开 正 方块 的 体积 都 是 1", 它 
们 的 体积 之 和 
qd bh =|. 口 
零 测 集 的 子 集 ( 显 然 ) 仍 是 零 测 集 . 还 容易 证 明 : 
14 命题 如 果 EcR" 能 被 (至 多 ) 可 数 个 零 测 集 FE, 可 ,… 所 
狠 锭 , 即 


Ec 加 E (E 是 零 测 集 ,i=1,2,…)， 
i=1 


那么 E 也 是 零 测 集 ， 

15 命题 为 使 EcR" 是 零 测 集 ,必须 而 器 只 须 对 任何 xEE, 
存在 x 点 的 开 邻 域 Y, 使 得 EMV 是 零 测 集 . 

证 明 “必要 性 ”是 显然 的 ,下面 证 明 “充分 性 *. 

对 等 一 点 xEE, 存在 该 点 的 开 邻 域 UU, 使 得 FE 丫 U 是 零 测 集 . 
我 们 记 


2={U,|xeE)}. 
因为 U= YU 作为 疏 的 子 空间 是 第 二 可 数 的 ,所 以 存在 多 的 可 数 
子 族 
三 {U, Ug 
仍然 能 覆盖 U.， 因 为 BI 忆 是 零 测 集 (= 1, 2 …) ,所以 


E=U(ENU) 


也 是 零 测 集 ， 口 

下 面 将 证 明 : 如 果 UU 是 R" 中 的 开 集 ,7ECIE R"), 那么 了 将 UU 
中 的 零 测 集 仍 映 成 (R” 中 的 ) 零 测 集 ， 讨 论 中 将 引用 这 样 的 记号 
|x|: 对 于 x= Co,…, x,)ER", 我 们 约定 记 
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lmax {fix}. 


16 引 理 ”F" 中 的 任何 非 空 开 集 U 都 可 以 表示 成 可 数 个 闭 
长 方块 之 并 集 : 


U=UE. 
it 


17 引 理 设 U 是 Rm 中 的 开 集 ,1 是 包含 于 U 中 的 闭 长 
方 抉 ,feCiU,R")， 则 了 在 了 上 满足 Lipschitz 条 件 : 
1 一 | 用工 |x 一 由 Vx, yel, 
其 中 工 基 非 负 实数 ， 
18 命题 设 忆 是 Rc 中 的 非 空 开 集 , BcU 是 零 测 集 , fe 
CO R》 则 .本 也 是 零 测 集 . 
证 明 ”如 前 所 述 ,U 可 以 表示 成 可 数 个 闭 长 方块 的 并 集 : 


v=UT,. 
我 们 记 琴 =ENMJ, i=1,2,…。. 则 有 


有 = 由; Eci, j=],2,…. 


因为 了 在 过 上 满足 Lipschitz 条件, 所 以 了 (ED) 是 零 测 集 (i=1, 2, 
下 ), 因而 了 (加 = 山 f(E) 也 是 零 测 集 。 口 


1.9 定义 设 MM 是 微分 流 形 ,dimM=m， 集合 EC 机 被 称 为 
零 测 集 , 倘若 好 的 任何 一 个 局 部 坐标 图 卡 (U,g) 都 使 得 mq(UNE) 
是 Rr 中 的 零 测 集 . 

显然 零 测 集 的 子 集 仍 是 零 测 集 ; 至 多 可 数 个 零 测 集 的 并 集 也 
仍 是 零 测 集 . 

1.10 命题 设 敢 是 微分 流 形 , dimM=m， 为 使 EcM 是 堆 
训 集 , 必须 而 卫 只 须 : 对 任意 的 peE, 存在 p 点 分 近 和 的 局 部 坐标 图 
上 (及 直人 司 得 革 人 用 瑟 是 Rr" 中 的 零 测 集 - 
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证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 时 条 人 性 的 充分 性 - 
设 对 所 有 的 pe 了 ,都 有 人 辣 题 中 所 述 的 那 种 局 部 坐标 域 了 = 太 . 
约定 记 
y={V,lpeB},. W=\Jr,. 
pe 


因为 多 作为 第 二 可 数 空间 好 的 子 空间 是 第 二 可 煞 的 ,所 以 存在 区 
的 至 多 可 数 的 子 族 四 = {J 访 ,…)} 使 得 为 仍然 覆盖 住 WW. 
对 于 好 的 任意 一 个 局 部 坐标 图 卡 ( 已 pg) ,我 们 有 


oUNB= Uo UNV NE= Uy (UN ND 


因为 yCUN TN 人 NCSy (VY 门 局 是 等 测 集 ,y,(U 人 NF 作 E) 包 含 在 开 
集 燃 (UNF,) 中 ,并 且 

pep ECHAUNT,), R"), 
所 以 qo GUN VN ) 是 零 测 集 (=1 2, …). 由 此 得 知 
PUN 刀 是 零 测 集 . 口 

在 下 面 的 讨论 中 ,将 用 到 关于 集合 与 映射 多 这 样 一 件 事实 : 

设 志 和 了 了 是 集合 ,了 :二 一 了 是 一 个 映射 , 45c 芒 BSY， 则 
四 

ANF BD)=7 (DNB. 
请 污 者 自行 验证 这 一 关系 (练习 C.6) . 

111 命题 设 M 和 NN 是 微分 流 形 , dimM=dimN=m, fe 
CU, NN) 如果 ECM 是 零 测 集 ,那么 了 外 =N 也 是 零 错 集 ， 

证 明 取 可 数 个 M 的 图 卡 (U,, p,} ,使 得 = TO 覆盖 时 记 
= UN 人 NEG=1,2,…)， 坟 须 证 明 每 个 A(E) 都 是 入 中 的 零 测 集 . 
为 此 ,考察 任意 一 点 9sN 和 4 点 邻近 的 六 的 任意 一 个 局 部 坐标 图 
长 天- 记 代 =77MDNMU( 这 里 fA(1) 是 集合 下 关于 贞 射 f 的 
原 像 集 ) . 则 有 

INT ED=Yf I NE = ONGND 
=Wf WN DD = pp AW EYY. 
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因为 p.( 久 门 局 是 零 测 集 ,并 革 
of pr'eCto( Wi), R"), 
所 以 次 (VN 了 ED=y fo qr pWW 首 D 是 R" 中 的 零 测 集 . 口 
1.12 定理 ( 弱 Sard 定理 ) 设计 入 是 微分 流 形 , dimM < 
dm eced 入) 则 了 GD 是 NN 中 的 零 测 集 ， 
证 明 设 dimM=m, dimN==n， 定义 张 积 流 形 L=MxR"" 
和 映射 
FiL=MxXR ”一 ~ 全 
(p, tT FP). 
显然 有 dim 碟 = 一 dim N=n， 因 为 MX 人 0 是 L=MXxIR"" 中 的 零 测 
集 , 并 且 FeCIL DD, 所 以 
FM x 名 二 ad) 
其 六 中 的 零 测 集 . 口 


$2 Whitney 浸入 定理 


由 全 体 nxm 矩 阵 组 成 的 集合 Mn m), 可 等 同 于 R"" 而 赋 以 相 
应 的 拓扑 ， 我们 来 考察 空间 MM(n, mm) 中 由 全 体 秩 为 上 的 扎 阵 组 成 
的 于 空间 M(n, mm 站. 

2L 引 理 空间 M(m, m) 中 全 体 秩 为 上 的 矩阵 组 成 的 子 罕 间 
(n,m 司 可 赋予 C“ 结构 而 成 为 一 个 维 数 为 nm 一 (x 一 上 (nm 一 上 ) 
的 C= 流 形 , 

证 明 并 上 角 的 天 xF 子 阵 非 垦 化 的 全 体 mx 问 矩 珠 组 成 空间 
训 (,m) 的 一 个 开 和 集合 GG， 记 可 =G 站 Mm, 及, 则 任何 一 个 
XEU 可 以 写成 


Do es 
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以 满 秩 nxn 方 阵 


Tw 0 
二 | ----- --------r---------------- 
CA 如 -axoc- 
左 恬 得 到 
4 B 
L¥ = | 
0 ;D-CA-.!'B 


因为 Htnkf 六 = ratkX 一 天 所 以 必 有 

D—04 "B=0, D=C4-7'B. 
这 说 明 半 的 各 子 块 中 ,只 有 4, 8, 忆 这 三 个 子 鼎 是 独立 的 ,第 四 个 
子 块 了 DP 完全 由 前 三 个 子 扇 决定 ,我 们 可 以 选 到 4, BB 积 忆 这 三 个 
子 块 的 分 量 (共计 mm 一 人 9 一 局 G0m 一 及 个 分 量 } 作 为 凡 中 给 阵 的 局 
部 坐标 . 如果 定义 


A B- A 8B 
"(| Cc DD [el C 0 | 
那么 (5 90 就 是 Mn,m, 间 的 一 个 图 卡 ， 

对 一 般 的 和 SMIn, m, 忆 ) 存 在 nxr 置 换 阵 己 和 mxm 置换 阵 
,使 得 PXO, 的 左上 角 的 大 x 子 阵 菲 退化 ,即使 得 PXQeU.. 
考察 Mn m, 旭 的 开 集 

U= Pr LOT 
在 这 开 集 上 可 以 定 兴 局 部 坐标 
PAED)= PoaP GD 
于 是 (Ui, 9) 也 成 为 Mn, mm 了 间 的 一 个 图 卡 . 
这 样 , Mtn, m, 则 为 有 限 个 开 集 ,Ui,…, Ui_| 所 覆盖 ,其 中 


(A) 
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在 到 上 我 们 定义 局 部 坐标 o(B9= (PXQ,)， 如 内 吕 站 Uz. 那 
公克 与 g 之 间 的 坐标 变换 为 


v0 (6 ooeeLE cap)e®) 
这 显然 是 性” 了 帕 射 ， 口 

2.2 命题 设 己 是 Re 中 的 开 集 ,ma22m EC 到) ， 则 对 
任 给 的 正 实数 y, 存 在 nxm 短 阵 4 二 (a;), 满足 条 件 


14|=max {la,|} <Y, 
J 


使 得 MX)=7 + Ax 
在 口上 是 温 人 . 
证 明 对 于 待定 的 AEM(n, m), 考察 映射 g(x) 一 1 (x)+ Ax， 要 
使 9 为 混入 ,4 应 选 泽 使 得 Dglx)=Dftx)+ 4 的 秩 不 小 于 mm， 换血 
话说 , 我们 希望 选择 4 使 得 
DE AMGO, mi), vxeU, k<m. 


也 就 是 
AFEB—DI(x), vBEM,m, fo), k=0,1,.,m—1, xeU. 
为 此 , 对 于 大 < 有 考察 这 样 的 映射 
有 xn 
(B, A) B—DfA(x). 
困 为 全 2m, 
nm tn Rm)tm nm [nto mm rm 
=nm— 2m)— lnm— 1, 
dim(M(n, m, OX U} < dimMin, m), 
所 以 味 Gd i 各 X 加 应 是 Mr,m) 中 的 零 测 集 . 我 们 可 以 在 


We ta DU ylM n,m, x 
一品 


之 中 选 拌 4, 满 足 条 件 |4|<y， 这 样 选择 的 4 就 使 得 
DA 二 人 ER m, Kt, VxEU, k<m. 
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映射 q(x) 二 f+ 4Ax 使 得 
Dg)=DIC) + A Mn mF), VxeU, k=0,1,.%,m—l. 
因而 g 在 UU 上 是 浸入 ， 口 
设 U 是 攀 中 的 开 集 , 开 是 Rr 中 的 紧 致 集 , 民 SU， 考察 映 射 
了 ECWU, R")， 诺 对 于 x=(%,…, Xm)EU 有 
OO= ,7 ND OG a) fn Xe 
我 们 约定 记 : 


上 各 一 ax sup {|f()|}, 
让 站 


=max{lf 区 让 ，， | 让 中 
23 命题 设 忆 是 下 中 的 开 集 ,天 是 了 中 的 紧 斑 集 , 开 c 起 
如 果 ecC (只 R') 在 KK 上 是 淄 人 ,那么 存在 5>0, 使 得 对 任何 
gEC(U, RY), lg—fle «6, 
都 有 : 9 在 天 上 是 浸 人 ， 
证 明 ”对 于 geCU, R') xeU, 我 们 定义 


Ag x)= 3 oo 1 Ea 


lsi< <h sn| dg Dg, 
Bx Be 0 
因为 rank DfO)=m, vxek 
所 以 有 A(f, x)>0, VxeK. 


于 是 ,存在 5>0, 使 得 只 要 3ECHU RY, |g 一 由 <65, 也 就 有 
Alg, x)>0, vxeKk. 口 
2.4 命题 设 好 是 光 清 流 形 ,dimAMf 王 mnz2n 并 设 
(中博 SMM 是 闭 集 ,feC™(M,R") 在 瑟 上 是 浸入 ; 
{i) 【5 的 是 M 的 图 本 , gq(=B,( 我 们 约定 记 : VV=@p (8,), 
WW=0@ (8B)), 
(ii) 5 是 任意 给 定 的 正 实数 ， 
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则 存在 geC™{M, R") ,满足 条 件 : 

(1) gD)=70), vpeM\T. 

(2) 9 在 了 U 环 上 是 浸 人 ; 

G3) lg(p— fp <e, wpsM 
【其 中 的 上 上 表示 R" 的 Euclid 范 数 .》 

证 明 考察 紧 致 集 

K=HNV SU 
种 有 映射 
f=f° peEC™ (pl, R'). 
根据 命题 2.3, 存在 6>0, 使 得 只 要 让 一 站 <5, 就 能 保证 六 在 
of 名 上 是 混和 人 . 
选取 YeC= (0M, 队 ,满足 条 件 
1 四 =1， vpeW, 
(orn, ‘vpser WH, 
HD)=0, vpeM\r., 
在 g( 胃 =B, 上 ,对 映射 =f。qg-' 用 合 题 2.2, 可 知 存在 任意 小 的 
AEMin, m), 使 得 了)+ Ax 是 从 q( 四 =B 到 民 的 演 人 .我 们 定义 
gD=f PD + np APO). 
这 里 同 以 前 一 样 补充 规定 
np AppD=0, VpeM\V. 
局 部 看 来 
=g° 0 O00=f 00+ ng Ax. 
只 要 4 选取 得 充分 小 , 当然 可 使 18 一 站 Wo < 六 

考察 g 的 构造 , 竺 易 得 出 以 下 这 些 结论 ; 

(1) g(pD=7 0p), WpeM\T. 

[2) 在 尺 = 昌 站 FF 上 gg 是 浸入 ,在 HF 上 ,9g= 当然 也 是 
淄 入 , 因而 g 在 豆 上 是 混 人 . 另 一 方面 ,在 历 上 ,g 的 局 部 表 
示 为 Co= Fo+4x, 因而 9 在 证 上 是 浸 人 . 于 是 ,g 在 HU 而 上 
是 浸 人 
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(3) 只 要 4 选择 得 足够 小 , 当然 可 使 
lgtm—ftml<e wpEM. DO 

25 ”定理 (Whiiney 浸入 定理 ) 设计 是 C” 流 形 , dimM =m， 
nn 之 2m， 则 对 任何 feC” (CM, R") 和 侍 向 >0, 存 在 geC™ (MR")， 
使 得 

(1) g 是 从 并 到 R' 的 淄 人 ， 

(2) llg@p— fp <e, vpeM. 

(对 于 给 定 的 上空 2m: 一定 存在 fEC™ CM, R), 例 如 :f= 二 0. 由 
此 得 知 , 任何 m 维 光滑 流 形 MM 都 可 以 逃 诬 地 淄 入 到 2m 维 Euclid 
空间 Rw 中 去 .) 

证 明 取 MM 的 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 {(U,, gi)} 和 开 集 

V, WeU, i=1,2,., 


满足 这 样 的 条 件 : 

(a) %={] 是 局 部 有 限 的 ; 

(b) (UU)=B,, pF)=B,, pAW)=B, i=1,2,.; 

Ce) % 一 人 覆盖 Mi, 
我 们 归纳 构造 一 列 映射 {fccC”Y CM, Rr). 首先 , 取 庆 ,= 天 = 了 ,并 
记 所 =B， 假定 fG=0, 4 …,k 一 人 ) 已 定义 妥当 , 满足 这 样 的 条 
件 : 

(17) FD=f PD, vpeM\V; 

(1)) /在 集合 z 

‘Hi= WW, 


土 是 淄 人 人 ; 
(I) fw-f_ Dl< 广 ， WpeM. 


根据 命题 2.4, 存在 fsC™~ LM, R") ,使 得 
(Te) 下风 一 所 VpEM\ PV; 
《Is 在 集合 
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H.= HU W,= UW, 
上 是 唐人; 
GT -大 四 1< 去 ， 


2 [和 } 糙 盖 了 M 对 任意 一 个 太 , 因为 >*=1{V} 是 局 部 
有 限 族 , 所 以 紧 致 集合 只 与 汉 中 有 限 个 集合 相交 .于 是 ,存在 
所 > 上 使 得 


wpPEAT. 


WW N= Vk>k. 


由 此 可 知 

JAD=fp, VpeW, k>h 
因而 可 以 定义 
(2.1) gp = lim f{p, peM. 


下 一 Ce 


考察 函数 序列 {f.) 及 其 极限 函数 9 还 能 得 到 更 进一步 的 结论 : 
(1) 如 上 所 述 , 对 任意 一 个 W,,, 存在 自然 数 与 > 各 , 使 得 
gp)= A{p), VpeW,, k>k. 
因为 hEC™~(M, RD) 并 卫 拓 在 集合 夸 > 印 ， . 上 是 浸入 ,所 以 ge 
C™(M,R") 并 日 g 是 浸入 映射 . 
(2) 从 (2.1) 的 等 从 形式 


(2.2) p= D+E (四 一 AD 
容易 得 知 


oD -fl < 二 -sa VpeM. OO 


k=1 
2.6 注 记 命题 2.2 一 命题 2.4 为 证 明定 理 2.5 作 准 备 . 命题 
22 断定 : 映射 AsC> CGM, R") 在 在 何 一 个 局 部 上 华 标 域 上 可 以 经 过 
小 的 改动 而 变 成 演 人 人， 命题 2.3 保证 : 映射 feC™(M, R") 在 紧 臻 
集 关 上 的 温和 性质 是 稳定 的 , 即 不 会 因 了 的 小 的 扰动 而 遵 到 玻 
坏 . 这 两 个 命题 相 结 合 ,使 得 我 们 可 以 一 小 抉 卫 一 小 块 地 囚 步 对 了 
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作 小 的 殖 改 ,每 次 收 改 后 得 到 的 映射 在 新 的 一 小 块 上 成 为 浸入 而 
交 不 损害 在 原 有 涛 干 块 上 的 浸 人 性质. 最 后 就 能 得 到 一 个 温 信 上映 
射 gEC”(0MR)， 类 似 这 样 的 证 时 手法 以 后 还 将 多 次 用 到 . 
移 请 读者 对 这 里 的 典范 做 法 细心 加 以 体会 ， 

如 果 把 定理 2.5 中 的 条 件 n 宇 2m 加 强 到 n>2m, 那么 还 能 保证 
存在 从 可 到 民 的 单 温 人 . (我 们 把 姬 是 * 单 映射 "又 是 “浸入 有 映 
射 "的 映射 叫 敌 单 混入 .) 

2.3 定理 (Whitey 单 淄 入 定理 ) 设 MM 是 C” 流 形 ,dimM =m， 
1>2m。， 则 对 任何 温和 人 映射 7eC “CM, 了 权 ) 和 任意 给 定 的 se>0. 存 
在 geC” (Ad Rr) ,满足 这 样 的 条 件 : 

(1) g: 于 一 下 "是 单 浸 人 ; 

(2) qtp— fn <e, vpeM. 

证 明 从 浸入 的 典范 局 部 表 术 (第 一 章 命题 2.4) 可 以 看 出 ,对 
任何 geM, 存 在 4 点 的 下 邻 域 0, 使 得 f10 是 单一 的 .以 弛 表示 
所 有 这 样 的 怠 组 成 的 开 集 少 , 则 他 是 对 的 开 覆 盖 . 根据 第 二 章 
定理 3.1, 存 在 M 的 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 (U,, 9p,) 和 开 集 六, 不 ,使 
得 


(a) 2={ 吕 } 是 局 部 有 限 族 ,2A cy 

{by pAUN=B,, pV)=B, pW)=B,i=1,2,.; 

tc) PY = 人 覆盖 M， 

取 wEC~(M, 网 (i=1,2,…) 满 足 条 件 : 
np)=1, vpéeW, , 
| ont YperN\ W,, 
HD)=0, YPpEM\L'. 

我 们 按 以 下 方式 归纳 构造 温和 人 映射 序列 {fF}cC™ (CM,R"Y. 
首先 取 而 = 广 假定 有,…, fi 已 定义 爱 当 ,我 们 将 选取 适当 的 
及 ER |b 上 <af2*, 使 得 

RD= FD DD, 
满足 这 样 的 条 件 : 
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(I) 乒 是 混 人 映射 ; 
不 四 = 六 人， 
CA 上 
根据 命题 2.3, 只 要 hb 选取 得 充分 小 , 就 能 保证 条 件 (I) 得 到 满 
足 . 次 了 使 条 忻 { 可 ) 也 得 到 满足 ,我 们 定义 集合 
D:= {(Cp, DEM Xx M | pA (9)) 
和 映射 
:DD— KR, 
加 一 大 加 
pd) P(g) 
国 为 im X==2m<n, 所 以 .0D,) 是 R" 中 的 零 测 集 ， 我 们 可 
以 选取 任意 小 的 beR\0.(DD)， 这 样 选择 的 b 就 能 保证 映射 
天国 二 天 (十 机 tb 满足 条 人 忻 { 了 II) ,事实 上 ,假如 
DD)= fpD) Fm), 


那么 
| 
' (Pp) — 1 (9) 
这 与 b, #0{D,) 相 子 盾 ， 
因为 本 , 是 紧 致 集 ,={V} 是 局 部 有 限 集 族 , 所 以 (通过 类 似 
于 定理 2.5 证 明 中 的 讨论 可 知 ) 对 任意 一 个 W, 存在 所 > 后 ,使 得 
天 (四 一 天 VpeW,, Kk, 
又 因为 ={ 罗 } 覆盖 了 M, 所 以 对 任意 的 peM, 存 在 极限 
gp = lim fp, 


Ka 


了 tp, FED k" 


并 瑟 有 
gpP)=RD, YPE 人 ,大 产后 ， 
对 这 样 定 义 的 映射 g : M 一 R 可 证 明 以 下 一 些 结论 : 
(0) geC™ (4d,R) 并 且 9 是 浸 人 映射 ; 
(1D) g :MM 一 Rr" 是 单 映射 ; 
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(2) lig(p)—f 0 <s, vpeM. 
结论 (0) 和 {2) 几乎 是 至 然 的 . 下 面 验 证 结论 (1) .假设 
Pp.9eM, g(PD= yq). 
如 前 所 述 ,站 在 自然 数 Kp) 和 (9), 分 别 使 得 
gD=AD), VE>EP;: ga9)=f(9), YY 六 KG 
因而 
下 办 二 大 (的 ， Vmaxtk(p), k(n). 
于 是 
_ (P= 1779), fm (PD) = 9), 
NOD TT = 人 一 -人 
这 和 样 ,从 gp=g(9) 出 发 ,可 以 得 到 
WP)=n(9D, j=1,2,.,, 
DD = = ND = (0): 
设 peWh;, 则 由 声 (D=%( 太 =1 可 知 
qeW, be 
因为 iV 是 单 映射 ,并 也 
PasF, fD=f(9), 
所 以 p=4. 这 证 明了 9 : M -= 取 是 单 映射 口 


33 常态 映射 与 Whitney 嵌 人 定理 


点 集 折 扑 学 中 有 这 样 的 定型 :; “ 紧 窄 间 到 Hausdorff 空间 中 的 
单一 连续 映射 是 到 像 焦 的 同 胚 . "我 们 先 对 这 定理 作 一 剂 析 ,然后 
设法 加 以 推广 . 

要 证 明 单 一 连续 映射 耻 ; 肛 -~Y 是 到 像 集 的 同 旺 , 只 须 证 明了 了 
是 闭 上 映射 , 即 只 须 证 明 :“ 将 竹中 的 闭 集 映 成 了 中 的 闭 集 *， 如 
果 针 是 紧 空 间 , 了 是 Havsdor 企 空间 ,那么 对 于 半 的 任何 闭 集 不 像 
集 f 人 三) 是 了 中 的 紧 到 集 ,因而 也 是 闭 集 ， 

为 了 椎 1 上 述 定理 , 先 介 绍 常 态 映 射 (pteper mapping) 的 概 
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3.1 定 灾 设 下 和 了 是 Hausdorf 拓扑 空间 ， 卫 : X-> 了 是 
连续 映射 ， 如 时 了 中 任 答 紧 致 集 玉 的 原 像 集 fAEKR) 剖 是 关中 的 
紧 改 集 ,那么 我 们 就 称 了 上 为 常态 映射 ， 

32 引 理 设 了 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 则 关于 YY 的 子 集 5S 
是 否 闭 集 , 有 这 样 的 狗 别 准则 ; 
对 了 的 任何 紧 致 集 兵 


3 和 的 由 人 <> | 六 SNK 是 紧 致 集 . 

证 阴 “一 一 > "部 分 是 显然 的 ， 为 了 让 了 明 “< 寺 一” 部分, 内 
须 指出 ;对 任意 的 ye7\5, 有 yy 的 某 个 分 域 VV 与 5 不 相交 ， 
首先 , 取 ? 的 分 域 WW 使 得 外 = 斌 是 紧 致 集 ， 因为 y 不 局 于 紧 
致 集 兵 门 $ 所 以 存在 ? 的 邻 威 VS WW 使 得 


(3.1) VNKAND=D. 
因 汶 cE 到 = 民 所 出 (3.1) 式 也 就 是 
(3.2) rNS=9. 口 


在 王 面 定理 的 证 明 中 , 将 用 到 这 样 一 个 关系 式 : 设 互 和 了 是 
集合 ，f : 了 一 了 是 一 个 映射 , 4 王 X BSY 则 有 
AN NBD=/ DNB. 


(参看 练习 C.6) 

3.3 定理 设 天 是 Hausdor 红 拓扑 空间 ,了 是 局 部 紧 Hausdorff 
笃 闻 , 捕 : 三 一 了 工 是 常态 驳 射 , 则 了 是 闭 上 映射 . 如果 了 还 是 单 映 
射 , 那 么 了 是 从 于 到 了 (区 的 同 及 . 

证 明 设 F 是 天 的 任 沪 一 个 闭 集 ,天 是 了 的 尾 意 一 个 竖 致 
集 , 我 们 来 考察 

ITNEK=7(ENT “(AIO). 

因为 FNf 7"( 辐 是 革 中 的 紧 致 集 ,了 是 连续 映射 ,所 以 了 CF) 站 KK= 
JN 了 (是 了 中 紧 致 集 - 根据 引 理 3.2, 可 以 断定 了 (CF) 是 了 中 
闭 集 . 

这 样 ,我 们 证 明了 f 是 户 上 映射 . 定理 的 其 余部 分 是 这 一 结论 
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的 推论 . 口 

3.4 注 记 

(I) 设 了 是 HausdeI 如 拓扑 空 间 . 如 泉 对 于 “了 的 子 集 $ 是 
否 闭 集 " 有 如 同 引 理 3.2 中 那样 的 判别 准则 ,那么 我 们 就 称 了 为 晤 
生成 空间 ， 

{了 》 局 部 紧 Hausdorff 空 间 是 紧 生 成 空间 { 引 理 3.2) ， 任何 
离 空间 也 都 是 紧 生 成 空间 (练习 C.7). 

(了 H) 设 下 是 Hausdorff 拓扑 空间 ,了 是 紧 生 成 空间 ,了 :了 XX 
一 了 是 常态 上 映射 , 刚 7 是 闭 跨 射 . 如 煤 了 还 是 单 映射 ,那么 f 是 从 
半 到 了 (加 的 同 且 (练习 C.8). 

3.5 3 引 理 设 半 是 Hausdorff 拓扑 空间 ,了 :了 -> Rr 是 连续 
映射 ,p :下 一 下 是 到 第 一 个 因子 空间 的 投影 聊 射 - 若 f=p*f 
是 常态 映射 , 则 了 也 是 常态 映射 。 

证 明 对 于 任意 一 个 紧 致 集 KcR' 投影 六 (本 是 RR 中 的 紧 毫 
集 ,因而 是 有 界 闭 集 . 不 妨 设 p( 如 Dc[ 一 上 , L]， 则 


Kepr([- LY), fF (Ref (pi ((—L, LL) 


因为 :下 一 民 是 常态 映射 ， 
f "pL LD)=pe 1) (LL])}=f (LL]) 

是 吉 中 的 紧 致 集 , 而 了 (本 是 其 闭 子 集 . 所 以 广 ( 各 也 是 紧 臻 
集 . 口 

3.6 引 理 设计 是 C” 流 形 , 则 存在 C” 常 态 觅 射 f ;MM 一 R" 
这 里 zeElN. 

证 明 首先 , 取 MM 的 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 (, mw) 和 开 集 下 ， 
”Wi(i 二 1,2,…), 满足 这 样 一 些 条 件 : 

(1) = {0} 是 局 部 有 限 集 合 族 ; 

(2) PAD)=B,, pF)=B,, pAW)=B,i=1,2,.; 

(3) ={W,} 覆盖 M. 
然后 取 1 EC” (M., 有 ,满足 条 性 
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0O<np<1, vpev\iy, 


Re Ype 有 ，， 
mi 四 =0，。。 YpeMN\ 扩 


我 们 定义 
«(p=2 inp 


易 见 xEC™ (MR .还 可 证 明 xw; 寻 一 及 是 常态 映射 ， 为 此 , 考 
察 只 的 任意 一 个 紧 致 集 玉 可 设 KKc[ 一 L, 工 ]. 因为 
卫 


o (REa (IL LDU Ww,, 


并 且 避 证 紧 致 集 ,所 以 它 的 闭 子 集 xc 了 也 是 紧 致 集 ， 
j=1 


利用 上 面 构造 的 如 ”常态 映射 gx: 好 一 民 我 们 定 交 映射 
了 :一 ~ 了 R" 如 下 : 
f(D= (0, 0, ,0. 
根据 引 理 3.5, 显然 了 是 C” 常 态 映 射 ， 口 
3.7 引 理 设 半 是 Hausdorff 拓扑 空间 ,了 :了 一 到 是 常态 
映射 ,g : 多 一 EF 是 连续 映射 ,如果 
lg(p—fpls1, YE 
那么 9 也 是 常态 映射 ， 
证 明 ”区 中 的 任何 紧 致 集 天 都 是 有 和 界 闭 集 ,可 设 下 cB., 因为 
[rmslgml+1. vpey, 


所 以 
gg BICT M(B, 
于 是 ,作为 紧 致 集 三 -全 .的 闭 子 集 ,g- 必定 是 紧 致 集 ， 口 
3.8 定理 (Whimey 嵌入 定理 ) 设 虹 是 站 维 马 = 流 形 ， 
nn 全 2m 二 1。 则 存在 从 帮 到 RR" 的 C“ 邮 和 映射 
hi:MR, 
使 得 PC 是 Rr 中 的 闭 子 集 . 
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证 明 和 企 取 一 个 其 邮 到 了 的 CC 常态 映射 上 .根据 定理 2.5， 

存在 涝 入 映射 9%EC” (CM, R") ,使 得 

lgp -fm <12, vpeM. 
根据 定理 2.7, 又 存在 单 温 入 heC™~(M, RR), 使 得 

hp—gp ls12, VpeM. 
因为 (pp) 一 了 <1，YpeM, 所 以 让: M 一 辽 也 是 常 配 映射 , 因 
而 是 闭 映 射 ,并 且 是 从 训 到 了 (MDcR 的 同 胀 ， 这样 的 久 满 足 
定理 的 全 部 要 求 . 口 

下 面 的 引 理 能 帮助 我 们 进一步 理解 Whitney 武人 定理 的 涵 
义 : 任何 微分 流 形 都 可 和 大作 适当 的 Euclid 空间 的 正则 子 流 形 . 

339 引 理 设计 和 NN 是 C' 流 形 ,hh: 邮 一 下 是 如 敌人 脆 
射 二 1, 刚 邮 一 hd 是 六 的 入 正则 子 流 形 ,并 日 站: MM 一 M 
是 C' 同 肚 . 

证 骨 考察 任意 一 点 4 一 上 (四 El =h0M)， 因为 hi:M--N 
是 浸入 映射 , 所 以 存在 p 点 邻近 的 MM 的 局 部 坐标 图 卡 (U, wp} 和 和 
9 三 hp) 点 邻近 的 NN 的 局 部 坐标 图 卡 (W,y) ,使 得 

MADEW, wp=0, ya=0, 

Vo hog Co ,xn)= 0 Xs 0, 0), Tr 7, x) Eq(O. 

上 面 最 后 一 个 等 式 可 以 写 做 


(3.3) y° hop)=0p), OER" XR " WYp'eU. 
因而 有 
(3.4) WhOD= oD x0. 


又 因为 下 好 一 = 是 同 胚 喘 射 并 且 M' 骨 有 作为 N 的 
子 空间 的 拓扑 ,所 以 k( 四 是 M' 中 的 开 集 并 且 存 在 六 的 开 集 0， 
使 得 以 =QNM'， 分 别 取 有 "和 到" 的 含有 原点 的 开 集 G 和 也 
使 得 


GeopD, GxXHEywWNO), 
然后 取 . 
V=w (Gx He wio. 
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则 下 是 入 中 点 q=h(p) 的 开 邻 域 { 参 看 图 名, 并 且 
vyVNM)=wN TN ONM" 
-yANMNON MD= TN IDD) 
= NN uD=Gx DN wD x 
=Gx0=(G x DNR xO0) 
四 门下 "xx 由. 
这 证 明了 M' 是 不 的 正则 子 流 形 ， 定 理 的 后 一 部 分 结论 的 验证 留 
给 读者 作为 练习 。 “ 口 
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3.10 定理 (Whimey 嵌入 定理 的 男 一 陈述 ) 设 训 是 贡 维 光 
滑 流 形 , hn 宇 2m 二 1， 则 存在 下 的 闭 子 集 ', 它 是 Rr 的 正则 光滑 子 
流 形 , 并 且 光 祖 同 及 于 流 形 M. 

3.11 推论 任何 (满足 第 二 可 数 公 理 的 )C“ 流 形 M 都 是 可 
距离 化 的 空间 , 即 可 赋予 好 适当 的 距离 函数 4 :MXxaM 一 RR,, 使 
得 由 了 给 出 的 昌 离 拓扑 与 M 的 拓扑 一 致 . 


练 习 C 


C.1， 设 村 和 如是 微分 流 形 , qeN.， 求证 MX fd} 是 乘积 流 形 
MxN 中 的 零 测 集 .特别 地 , Mx {人 0} 是 乘积 流 形 上 = 人 Mx RR 中 的 
零 浏 集 . 

C.2， 请 完成 命题 1.4, 引 理 1.6 和 引 理 1.7 的 证 明 . 

下 面 的 练习 CC.3 一 C.5 讨论 关于 零 测 集 的 Fubini 定理 ， 

C.3， 考 察 包 含 于 开 区 间 {4 一 g, a+ 身 之 中 及 覆盖 了 . 闭 区 间 
Ea, 的 任 一 族 开 区 间 .rz， 求 证 存在 .7 的 有 限 子 族 .内 = 全 了 
使 得 


Ur=ie 下 Ih <2b at 
C4， 设 刻 是 Rr 中 的 聚 致 集 ,s 是 一 个 实数 . 我 们 约定 记 
E={(%, ,XEE|X=5}. 
如 上 业 UU 是 民 "1 中 的 开 集 ,使 得 Cf} xU, 那么 在 在 含有 s 的 适当 
小 的 区 间 JCR, 使 得 
EcftxU, Yier. 

C5. 【关于 零 测 集 的 Fubini 定理 ] 设 吾 是 了 机 中 的 闭 子 集 、 如 
染 任何 一 个 seR 都 使 得 E 是 {s} x FR”! 中 的 零 测 集 ,那么 上 是 下 中 
的 零 测 集 . 

C6 设 尖 和 了 是 任意 的 非 空 集 人 台 , 了 :一 了 是 任意 一 个 
映射 ,4 大 BcY， 试 证 /(40/ -1(8)=f DNB. 

C7， 试 证 任何 距离 空间 都 是 紧 生 成 空间 、( 半 于 紧 生 成 空间 
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的 定义 请 参看 注 记 3.4) ， 
C.8， 设 着 是 Hausdorff 拓 扩 从 间 ,Y 了 是 紧 生 成 空间 ,了 :XX 
一 了 是 当 态 映射 . 则 /是 团 映射 ( 即 了 将 的 任何 闭 集 映 成 了 中 
的 闭 集 ) . 如果 了 还 是 单 上 映射, 痢 么 ff 是 从 半 到 f(D 的 同 胚 映 
射 . 
C.9， 设 症 和 了 是 距离 空间 , 了 : 天 一 了 是 连续 映射 . 则 了 为 
常 六 映射 的 充分 必要 条 和 舍 是 : “如果 三 中 的 序列 { x) 使 得 {Gx}) 
收 和 化 于 王 中 基点 ,那么 1 改定 全 有 收 误 的 子 序列 ,” 
CI0， 试 利用 Whitney 岩 人 定理 ,证 明 任 何 光 滑 流 形 都 可 赋 以 
距离 使 之 成 为 一 个 完备 的 距离 空间 . 
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第 四 章 向量 丛 与 管状 邻 域 定理 ,映射 的 
光滑 化 与 同 伦 的 光滑 化 


31 引 例 


首先 介绍 “ 同 伦 ”. 这 是 拓扑 学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 

设 基 和 了 是 拓扑 空间 ， 矿 :三 一 了 是 连续 映射 站 =0, 1)，[ 太 = 
外 ,1] 是 实数 区 癌 .， 如 果 存 在 连续 旦 射 几 : JX 于 一 了, 使 得 

所 (人 0,x)] 一 而 人 )， VxEX, 
Fl],x)= f(x), VxEX, 
那么 我 们 就 说 三 是 从 态 到 六 的 一 个 同 伦 . 当 这 样 的 同 伦 存 在 时 ， 
我 们 就 说 周 伦 于 玫 , 记 为 
~ 
需要 指明 其 体 的 同 伦 时 ,可 写 为 
万 之 万. 

容易 验证 : 间 伦 关系 是 一 种 等 价 关 系 . 

对 一 般 的 连续 映射 作 普 过 的 研究 ,由 于 情况 错综复杂 ,往往 难 
以 大竹. 为 了 从 “一 团 乱 麻 ? 中 理 出 头绪 , 人 人们 试探 用 某 类 较 易 研 
究 的 “好 ”映射 去 近 近 任意 的 连续 映射 有 许多 情形 ,所 讨论 的 性 
质 是 在 同 伦 变化 下 保持 不 变 的 (这儿 乎 是 拓扑 学 中 所 古 究 的 主要 
情形 ) ,自然 就 要 求 用 来 瘟 近 的 “好 ”映射 与 被 允 近 的 连续 竖 射 之 间 
有 同 伦 关系 . 在 组 合 拓 扩 学 中 ,常用 的 “好 "映射 是 “分 片 线 性 映射 ” 
( 即 “ 单 纯 上 映射"), 因 而 “单纯 通 近 定理 * 是 最 重要 的 工具 之 一 ,在 
微分 拓扑 学 中 , 常 选用 的 “好 "映射 是 “光滑 映射 ", 所 以 连续 映射 的 
党 滑 通 近 也 是 很 重要 的 技术 乎 眉 ， 
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我 们 考虑 这 样 一 个 问题 ， 设 财 是 紧 致 光滑 流 形 ， 六 是 光滑 
流 形 ，/ : M 一 NN 是 连续 瞎 射 ,能 否 用 光滑 映射 g' 对 一 站 去 通 
近 了 ,并 且 要 求 用 来 过 近 的 区 祖上 映射 g 同 伦 于 了 3 

对 于 N= 有 R" 的 情形 ,这 问题 比较 容易 解决 . 下面 就 是 有 关 的 
讨论 ， 

1.1 引进 设 U 是 R" 的 开 子 集 KK 是 R"m 的 紧 致 子 集 ， 
KcU, 6 是 任意 给 定 的 正 实数 . 则 对 任意 的 fe CU, 月 ), 存在 ge 
CR) 使 得 


igC)O— fx) <6, Vxek. 
证 明 对 于 p>0, 记 | 
EK,={xeR”*|3dyeRK: lx-ylsp}. 
则 兵 仍 是 紧 致 集 , 并 旦 具 要 我 们 把 正 数 p 选择 得 足够 小 ,就 可 使 得 
上 ,二 U( 取 定 一 个 这 样 的 p) . 根据 第 二 章 $4 的 推论 4.6, 存在 1e 
Ce (了 ,及 ) 适合 
RS{Xe 有 "TOO=]jSsuppyc [7 
我 们 先 将 了 修改 扩充 为 
(xc VxeEU, 


Ho=| ， 

0, VxeER™\U. 

在 第 二 章 84 里 ,已 经 知道 存在 函数 weC= (Rn R) 适合 这 样 的 
条 件 


w(x)= 1, VxeEB, 
0<w(lx)<l, vxeEB,\B, 
w(x}=0, vxeR™ B,, 


ww —x)=wm(x), vxER”. 


我 们 将 用 这 样 的 w 去 " 磨 光 ”及 ， 为 此 , 先 取 


EE {0, pi3), -| wd , 
8, 
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然后 作 积分 
4 | .0 (he 


一 i| mu fx euldu = 了 | wu xt ew}du. 
C Jp tC Js, 
易 知 g,EC~(R", 民 ), 并 内 对 村 xEkK 有 


lg —f0) -|t| oUt ew) fdu 


< 工 | wf x + an)— fdu. 


由 十 f 在 紧 玛 集 玉 , 上 的 一 殖 连 续 性 .上面 不 等 式 右 端 最 后 一 个 积 
分 表示 式 随 着 6 一 0 而 一 致 地 趋 于 0( 相对 于 参数 xE 各 .因而 ， 
存在 充分 小 的 s>0, 便 得 
[gx)— Tx)| <6, YYxeKkK. 器 
1.2 引 理 设 放 是 C” 流 形 ，G 是 M 的 一 个 开 集 , (Co 是 
MM 的 一 个 局 部 坐标 图 卡 , 并 且 满 足 条 件 : g()= By 我们 记 = 
p BD, WW= gg 0B1)， 如 果 了 :MM 一 民 是 一 个 连续 映射 , 它 限 制 
在 开 和 集 G 上 是 光滑 的 ,那么 对 任意 给 定 的 正 实数 5 存在 连续 映 
射 g ; MM 一 了 民 , 满足 条 件 : 
(1) gp)= ftp), VpE MY, 
(2) g 限制 在 开 集 GUWW 上 是 光 沸 的 ， 
(3) g(tp)—fP)|<i, vpeM. 
证 明 取 weC™ CGM,R), 满 足 条 忻 : 
[ozo VpeW, 


O0<np)<1, vper\W, 
"{p)=0, wpeM\YV. 
根据 引 理 1.1( 对 于 紧 致 集 玉 = 互 , 和 开 集 B83), 函数 /=f。p i!e 
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CB;, 民 ) 可 以 用 晤 数 gyEC”(B,;, 由 ) 在 B;, 上 一 致 晕 近 :; 
(f° x) go <56, WYxeB,. 
记 有 = 二 gp ? 太 则 易 夭 gneC™~(U, 民 ), 并 朋 
fm-— gp)l<6, vper. 
我 们 把 了 写成 
TD=( -np TP tn pI), 
然后 定义 
g(P)= np P + np) gp). : 
显然 场 数 g: 邮 一 肥 满 足 引 理 所 要 求 的 荣 件 (1)， 刀 ) 和 
(G3). 口 
1.3 引 理 设 可 是 光 消 流 形 ，f : M 一 民 是 连续 映射 5 是 
任意 给 定 的 正 实数 ， 则 存在 9gEC” {3M, 民 ), 使 得 
Igtp)— fp)<6, VpeM, 
证 明 选取 MM 的 可 数 个 图 卡 (U, gp) 和 开 集 ,Wi(i= 1,2,…), 
适合 条 人 忻 : 
(a) pA(U)=B,, PF)= Bs, PAH) = Bi; 
tb)] 区 = {如 } 是 局 部 有 限 族 : 
(0) ={W,) 覆盖 了 M. 


约定 记 Wo=@ ,f=f. 
假定 和 eC"(M, RR) 已 定义 妥当 , 它 限制 在 开 集 
[ 
G= UW 


之 上 是 光滑 的 . 根据 引 理 1.2, 存在 大, .EC"OM, RY), 该 上 ,; 腿 制 
在 开 集 
K+ | 
Gert= GU Wer= Ww 
j=0 


之 上 是 光滑 的 ,fi 1 限制 在 M\ V1 上 等 于 ff, 并且 


fiers(p) fp) < hr, VpeM. 
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在 归纳 定义 了 序列 {大} 之 后 ,我 们 到 
gp)= lim flp). 


则 geC™ (tM, 民 ), 并 和 且 适 合 条 件 
Ig -fp)1<5, YpeM. OD 
我 们 约定 以 记号 上, =VY(*,-) 表示 及 "中 的 Euclid 范 数 . 
1.4 定理 设 邮 是 光滑 流 形 ,， 了 : 邮 -> 了 是 连续 映射，s 
是 任意 给 定 的 正 实数 , 则 存在 geC” UM,R"), 使 得 
lgp) -jpl<e, vpeM, 


并 了 9 同 伦 于 六 
证 明 了 到 5=esf na 对 的 m 个 分 量 分 别 引 用 引 理 1.3 就 
得 到 本 定理 结论 前 一 部 分 的 证 明 ， 然后 定义 
FP)=0 -Dg tfp), Vi,p)EIYM. 
则 荔 验 证 FF 是 从 g 到 了 的 辣 伦 ， 这 完成 了 定 埋 结论 后 一 部 分 的 
证 明 ， 口 
约定 以 5S" 表示 标准 的 n 维 球面 ， 即 约定 
S"={xER"™'||xl= 1}, 
其 中 的 上 ,| 表示 R"*' 中 的 Euclid 范 数 . 对 于 M 是 光滑 流 形 ， 
N==5* 的 情形 ,再 来 考虑 前 面 提 出 的 关于 和 连续 映射 站 ;MM 一 NN 的 
光 请 化 问题 . 
因为 5S" 是 R" 的 子 流 形 , 任 何 连续 映射 了 ;MM 一 5S"CR"Y 
当然 可 以 看 成 是 到 R"*! 中 的 连 钱 映射 . 于 是 ,对 于 任意 给 定 的 as 
{0.1), 存 在 gEC” (0M,R" ,全 得 
Tgp — fps e212. 
六 和 且 从 ITx 训 到 RR 中 ' 的 映射 
FE P= {ED TE PIETXM 
是 从 gg) 到 了 的 辣 伦 . 为 使 所 得 到 的 光 消 这 近 是 从 M 映 到 3S" 的 ， 
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我 们 设法 将 gy(p) 投射 到 8 上去， 

对 于 任意 ye 恨 ”* 玉 {人}, 可 以 定 久 

ny)=yf yl. 
显然 zx: RAT10) 一 人 是 一 个 光滑 映射 如 果 记 
y=x° 9, F=AxoF, 
那么 9 是 从 并 到 5S" 的 放 捐 腕 射 ， 玉 是 从 Ix MM 到 5S" 的 连续 映射 . 
容易 验证 ，g 满足 要 求 
gf) 一 大 站 <， vpeM. 

还 容易 验证 ,下 是 从 9 到 了 的 同 伦 : 


POOP)E A? FO DT Ro g(P)™ gp), ypeM. 
Fl,p)—ne Fl,P—r flp)= ftp), 


在 上 面 的 讨论 中 ,对 于 及" 的 子 流 形 5", 我 们 在 R"*' 中 确定 

了 5S" 的 一 个 开 贸 域 
有 一 月 守信 {0} 安生 
并 定义 了 一 个 光滑 的 投射 
TI". 

借助 于 这 样 的 技术 毛 让 ,顺利 地 解决 了 从 太 到 5" 的 映射 的 光 
滑 化 问题 一 一 这 只 是 一 般 的 “管状 邻 域 " 技 术 的 一 个 最 简单 的 
例子 ， 

对 于 一 般 的 n 维 光滑 流 形 N, 我 们 可 以 先 将 衣 想 人 到 R™" 
中 去 . 如 果 能 够 在 RY*!' 中 确定 NN 的 一 个 适当 的 开 邻 域 怠 ,并且 


nT: -NN, 
那么 也 就 能 仿照 刚才 的 司法 ,顺利 解决 从 好 到 六 的 映射 的 光 请 化 
问题 . 
为 了 解决 映射 的 光滑 化 问题 ,将 利用 “管状 邻 域 "技术 . 在 证 
时“ 管状 邻 碟 定理? 之 前 , 先 要 介绍 关于 向量 处 的 一 些 最 基本 的 概 
如 人 


$2 向量 从 的 释 念 


在 一 点 邻近 作 贞 射 的 线性 近 做 是 微分 学 的 一 种 基本 技术 手 
段 . 像 微 分 流 形 这 样 的 “弯曲 的 空间 ”, 本 十 并 不 只 有 线性 结构 ， 
对 许字 情形 ,我 们 有 必要 给 微分 流 形 的 每 一 点 配 . 上 一 个 适当 的 线 
性 宅 间 {例如 : 切 罕 间 ). 向 里 雁 概念 的 基本 思想 源 出 于 此 . 为 了 
从 不 同 的 角度 考察 这 一 屋 念 ,我 们 将 介绍 向 芋 从 的 三 种 {相互 等 价 
的 ) 定 愉 方 式 - 

2.1 定义 (向 量 从 的 第 一 种 定义 方式 ) 设 EE 和 累 是 C' 流 形 
(对 r=0 的 情形 ,可 以 允许 EE 和 只 是 Hausdorff 拓扑 空间 )， 
AXA: EE 一 六 是 C' 满 映射 ，R* 是 通常 的 上 维 实 空间 . 若 以 下 的 荣 
件 (0) 和 (1) 得 以 满足 , 则 称 (E, 革 ,RR“) 为 所 维 C" 实 向 量 从 ,并 称 
五 为 {向 量 从 的 ) 例 罕 间 ， 关 为 底 空 间 ，x 为 投影 ，R* 为 纤维 玲 
条 件 (0) 和 (1) 是 : 

(0) 对 任意 xs 和 集合 B= "(x) 同 有 上 维 实 向 量 空间 结构 
(通常 称 瑟 ,为 x 点 上 的 纤维 ); 

《1) 存在 三 的 开 覆 盖 多 , 并 且 对 每 一 个 开 集 Ue 多 , 存在 Cr 
间 胚 


站 一 用 :ME 一 UXRt, 
使 得 
《La) pi°。 上 =m, 即 下 面 的 图 表 { 图 7) 可 交换 (这 里 的 p 是 从 
乘积 Ux R'* 到 第 一 个 因子 如 的 投影 ); 


上 = Tx 
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(1.b) ”对 和 任意 的 xeU, 映 英 
hin Ix) : x (x) — {x} XR 

基 向 量 空间 之 间 的 辣 构 . 

在 上 面 的 定义 中 , 开 集 Ue 多 被 称 为 局 部 平凡 域 ,向 有 旺 有 被 称 
为 局 部 平 几 化 . 

在 不 致 于 引起 混 状 的 情 次 下 ,有 时 也 简单 地 称 "五 是 一 个 大 维 
C' 实 向 量 从 ". 

我 们 约定 以 GL (RS) 表 未 所 有 的 非 退 化 kxk 实数 方 阵 组 成 
的 集合 .GL(R) 可 以 看 成 是 空间 R* 的 开 子 集 , 轩 而 赋 有 C” 微 
分 结构 ， 

2.2 定 光 (向 量 共 的 第 二 种 定 尽 方式 ) 设 玉 是 C' 流 形 4=90 
的 情形 多 许 YX 仅 是 Hausdorff 折 扑 空间 ), 并 设 

(0) 对 任意 的 xse 基 有 一 个 确定 的 天 维 实 向 量 空间 互 ,与 之 
对 应 ,于 是 ,我 们 可 以 构 作 


E= 1] E。{[] 表示 "不 安 并 ?)， 
XE 


而 县 可 以 定义 这 样 一 个 映射 x :一 六, 
FS)=X, VEEE,; 
(1) 存在 羡 的 开 覆 盖 多 , 使 得 对 于 任意 一 个 UE?, 有 一 个 确 
定 的 标 架 场 
er{X)= (ev x), Eur(X)) 
与 之 对 应 ,这 里 的 eu(x) 对 每 个 xsU 都 是 E, 中 的 基底 ( 即 “ 标 架 ")， 
于 是 , 当 U, Ve ,UNFPB 时 ,在 交集 UMNV 上 定义 了 两 组 标 架 
ev(x) 和 ey(x), 因而 可 设 
evutx)= eyCOApu(x), 
这 里 的 dyu(x) 是 Xxk 非 退化 实数 方 阵 ; 
(2) 映射 


Avu : UNT — GL(R*) 
是 C' 的 ， 


&7 


当 上 述 繁 件 (0), (1) 和 (2) 得 以 满足 时 ,我 们 就 把 C8, 苇 , R*) 
Dj 和 做 六 维 C* 实 向 量 从 ， 

在 上 人 面 给 出 的 定义 中 ,局 部 标 架 场 eu{x) 与 ey (x) 之 问 的 变换 
Apulx}) 满足 条 件 (2) . 我 们 把 这 样 两 个 标 架 场 称 为 是 C' 相 容 的 ， 

2.3 定义 (向 量 从 的 第 三 种 定 光 方式 ) 设 E 是 一 个 集合 ， 关 
是 一 个 C' 流 形 (=0 情形 允许 XX 只 是 Hausdorff 拓扑 空间 )， 
Ti:E 一 了 是 满 映射 R* 是 上 维 实 空间 . 如 果 下 和 面 揭 条 件 
(1.a), (1b) 和 (2) 得 以 满足 ,那么 我 们 就 把 ( 王 , 古 ,和 ,RS 叫做 C' 向 
量具 . 

(1.a) 存在 发 的 开 覆 盖 多 , 并且 对 每 一 个 Us 多 存在 确定 的 
单 满 喘 射 (一 一 对 应 ) 

p=hi: x (UU)— UxRt, 

使 得 以 下 图 表 可 交换 (图 8): 


TD) pm LXR 


(1.b) 若 U Ve 并且 UNV@, 则 ho hi! 表 江 为 
hyo he: (UNV) XR UNV) XR 
(xx Avulx)u), 
其 中 的 Ayw(x) eGL(GR'); 
(2) 车 到 Fe， UNFE, 则 
dr 站 FF 一 GLIRO 
起 C' 映射 ， 
2.4 定理 定义 2.1， 定 义 2.2 和 定 广 2.3 相 互 等 价 ， 


如 8 


证 明 ”约定 用 记号 I, 和 本 分 别 代表 定义 2.1， 定 义 2.2 和 
定义 2,3， 并 约定 己 “I 二 一 > [ "这样 的 记号 表示 ' 定 多 2.1 意义 下 
的 向 量 从 也 是 定义 2.2 意义 下 的 向 量 从 ”( 余 类 推 } . 我 们 将 证 明 

“I 一 一 > -一 全 1 ——>1’”. 
首先 证 明 * 工 一 > J[”. 设 5 …, 闲 是 联 的 标准 基底 , 即 设 


6 

: 1， 车 j= 
一 | ; |， 和 一 ,= 1,2,.,k. 
1 | | ” ta 车 j 才 i 9 


我 们 取 
eu x) = 6), i=1,.,k, 
er(X) = {ev 1(X), eu ec) 
则 显然 ey(x) 满足 定义 2.2 中 的 要 求 . 
其 次 证 明了 [一 二 > 了 I”. 对 于 定义 2.2 意义 下 的 向 量 从 (E,X,z， 
R*) ,显然 有 


x UV)= 1 E,. 
Xe 
我 们 梅 作 “一 一 对 应 " 瞎 射 ho: x-'(U) 一 = UXR*, 规 定 . 车 
天 
¢EE,, 一 了 eu ix 
i=1 


ul! 
则 h(t) = (Cx, 1), -| | 


这 样 定义 的 各, 其 道 映射 为 
[9 
ho (Xt) = Lu ex). 


显然 对 于 UN 天 人 的 情形 有 
hy = 站 fx 二 一 (x, dufx)z， 
并 日 Avyu : UNV— GLR') 
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是 如 映射 ， 

ee, 下 = 一 TI”， 对 于 xs 局 我 们 借助 于 一 一 对 应 ho 

xx 了 的 线性 结构 括 过 来 作为 卫 .=r (xc) 的 线性 结构 .由 于 
证 广 2.3 中 的 条 件 , 用 这 种 方式 定义 的 EE, 的 线性 结构 不 依赖 于 
Us 多 的 具体 选择 (只 要 求 xsU), 我 们 还 将 利用 各 个 Ar 把 
UXxR* 的 拓扑 结构 搬 过 来 ,作成 的 拓扑 结 欧 . 并 将 证 明 赋 有 这 种 
拓扑 的 空间 吾 有 具有 C' 微分 结构 . 

我 们 规定 : E 的 子 集 疡 称 为 开 集 , 当 且 仅 当 对 任 便 Ue%, 集 
合 下 (人 D 门 z UD 是 UxR 中 的 开 集 . 用 这 种 方式 赋予 巨 以 拓扑 
结构 ,容易 看 出 : EE 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 (因为 基本 上 身 是 
Hausdorff 罕 间 ). 这 样 定义 的 拓扑 使 得 ho :TCD -一 UxR* 成 
为 辣 胚 申 射 , 

因为 hy® hx ,= (x, dyvtxIw), 其 中 

Ayu : UNV — GL(R') 


是 C' 映射 ,所 以 

hyo ho : (UN XR ~ UN) XR : 
也 是 C" 有 映射. 借助 于 各 个 同 且 fo! rr -> UXR*, 我 们 可 以 
赋予 以 确定 的 C' 微分 结构 . 对 这 样 建 立 的 C' 微分 结构 ,容易 
验证 


TE—X 
是 C' 映射 ,并 且 
hy sa (UI UxR: 
是 C" 同 腑 . 口 
2.5 注 记 虽然 在 定义 2.2 和 定义 2.3 中 没有 以 一 目 了 了 然 的 
方式 指出 全 空间 五 是 折 扑 空间 和 C7’ 流 形 ,但 如 定理 2.4 证 时 中 所 
述 ,. 我 们 可 以 赋予 三 以 明确 的 拓扑 结构 和 CC" 微分 结构 . 
2.6 定 愉 设 (6,X,x,R) 是 C" 向 量 从 ， 如 果 C 映射 :天 
一 忆 满足 这 样 的 条 件 
No0x)—=Xx, VXxEX 
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(也 就 是 g(x)ex-'(X)==E,，YxeX), 那 么 我 们 就 说 o 是 向 量 从 
EE 的 一 个 C' 截 面 . 
2.7 例 设 MM 是 CC’ 流 形 ，dimM=m， 在 第 一 章 33 中 ,对 
每 一 点 PEM 定义 了 MM 在 p 点 的 切 空 间 T,M， 如 果 记 
TM= 1 T,M, 


25M 


并 且 定 义 

zn TM M, x(E)=p, VeéeT,M, 
那么 用 定义 2.2 很 容易 判明 : (TM,， Mx，R™) 是 一 个 C'-! 向 量 
处 . 我们 把 这 向 量 雁 称 做 MM 的 雪 避 ,通常 人 人们 把 切 从 的 截面 叫 
做 向 量 场 . 

2.8 例 设 革 是 C' 流 形 (r=0 的 情形 允许 下 只 是 Hiausdorff 

拓扑 空间 ) . 我 们 记 E=XX 民 * 并 定义 
x’' E=XxXR:-» 于， 
(x, HH), 
显然 ({E,X,z,R ) 蚌 Cr 向量 从 ,这 最 简单 的 向 量 从 被 称 为 平凡 从 ， 
平 几 从 的 截面 o 上 共有 这 样 的 形式 : 
Tx), fx, Vxex, 
其 中 的 了 是 从 天 到 Rt 的 里 射 . 

2.9 注 记 “向 量具 概念 的 核 必 是: 相应 于 底 空间 某 个 开 
覆盖 的 一 族 局 部 平凡 化 和 不 间 的 局 部 平凡 化 之 间 的 Cr 相 容 性 . 
本 节 中 以 三 种 方式 介绍 的 向 量 从 定义 ,形式 上 都 与 适当 的 开 材 善 % 
的 选取 有 关 。 这 样 定 义 的 对 象 在 许多 文献 中 被 称 为 {相应 于 开 覆 
盖 多 的) “坐标 从 " . 刘 精 细 的 定义 还 应 把 表面 上 依赖 于 不 同 的 开 
覆盖 实质 上 却 元 差别 的 那些 “ 形 蜡 实 同 * 的 “坐标 从 "等同 起 来 , 当 
作 同 一 个 向 量 从 . 对 此 ,我 们 不 打算 作 全 面 细 致 的 讨论 , 仅仅 以 定 
义 2.3 为 例 作 一 个 简要 的 说 明 ， 

约定 将 定义 2.3 所 述 的 对 象 称 为 "Cr 坐标 共 ", 它 由 全 空间 加 
底 空 间 XX 投影 x :一 XX， 半 的 开 徐 盖 多 和 相应 于 每 个 Ue 多 的 


?1 


确定 的 单 满 映射 (局 部 半 几 化 ) 
h=h: A (UU)-- 7X 了 Re 
组 成 . 这 样 的 坐标 其 应 记 为 
(E,X,n, Rt, or， 党， 

共 中 党 一 fulCez 的 成 员 是 上 面 所 说 的 那些 局 部 平 几 化 . 两 
个 这 样 的 C' 坐标 从 1 
(E, XA, Rg 和 (下 ,天 ,及 5 2 多) 

被 称 为 是 C' 析 窜 的 , 倘若 
( 殖 , 其, 下 及 2 UY, ll) 

仍 是 一 个 CE" 坐标 处. 容易 验证 : 《7 仅 标 其 之 间 的 这 种 《C" 相 容 
关系 是 一 种 等 价 闫 系 . 以 吾 为 全 空间 ， 考 为 库 空 间 ， 式 为 投影 ， 
R* 为 纤维 型 的 所 有 的 C' 坐标 处 ,按照 C" 相 容 关 系 分 成 的 每 一 个 
等 价 类 被 称 为 是 一 个 C" 向 量 从 . 

让 了 这 个 注 记 的 说 明 , 我 们 以 后 运用 上 向量 从 概念 时 可 以 更 灵 
活 地 选取 局 部 平凡 域 UU 和 相应 的 局 部 平 几 化 h= hh. 


§3 子 从 ，Riemann 度量 , 正 交 补 从 


3.1 定 兴 设 (E,X,x, 民 *) 是 一 个 C' 向 量 从 .我 们 称 E,SE 
是 五 的 维 子 向 量 从 ,倘若 对 任意 的 xoEX, 存在 x 在 关中 的 开 
邻 域 口 和 上 巨 的 C' 局 部 平凡 化 hh: TD) 一 Ux R* 使 得 

h(x (UMNE)=UX(R x {0}). 

3.2 命题 设 (EB,XX,x, RR() 是 C' 向 其 从 ,为 使 Ei,cE 是 上 的 
| 维 子 向 量 从 ,必须 而 是 具 须 : 对 任意 的 xoE 关 ,存在 xo 在 中 
的 开 邻 域 口 和 定义 在 UU 上 的 EE 的 CC 标 架 场 

eu,1(X), ,eu (X), Evi ti) ,ev, r(x), 

使 得 (E).= 7 (x NE 是 由 ei(x), …, Bux (xX) 生成 的 E.=x "(x) 
的 线性 子 空间 (CYxe DU). 

证 明 留 给 读者 作为 练习 . 口 


了 了 


3.3 定义 设 (E,X,A, 民 "和 (F, 匡 ,p,Ri) 是 同一 底 空 间 XX 上 
的 两 个 和" 向 量 从 , 则 可 巍 予 
五 四 = 二 (EBFr,) 
艺 所 于 


确定 的 k+i1 维 C' 实 向 量 从 结构 ( 仍 以 XX 为 席 空 间 ). 我们 称 这 向 
大 从 为 百 与 所 的 直 和 (又 称 Whitney 和 和) . 

3.4 定义 设 [ 瑟 ,着 ,r Rt}) 是 C" 实 向 量 从 , 若 厅 :下 四 五 一 
及 是 6 喘 射 , 它 限 制 在 每 一 纤维 有 四 下 .上 是 空间 五 .的 内 积 ( 即 
对 称 , 双 线性 ,正定 的 实 函 数 ), 则 称 及 为 向 蔓 处 五 的 C 一 及 ismamnn 
度量 . 

在 不 致 引起 混 请 的 情 剖 下 ,人 们 常常 用 简单 的 记号 屏 ,内 代 棕 
P(E, WD). | 

3.5 定理 设 站 是 ( 满 是 第 生 可 数 公 理 的 ]C' 流 形 , 则 以 羡 为 
底 空 间 的 任何 C' 向 量 从 百 都 具有 CC "-Riemann 度量 . 

证 明 ”利用 适当 前 单位 分 解 ,可 以 把 各 个 局 部 平凡 表示 的 Euclid 
内 积 粘 合 成 为 吾 的 一 个 及 jemana 度量 . (细节 的 验证 留 给 读者 作 
为 练习 ,) 口 

3.6 定理 设 C' 向 量 从 (EF, 六 ,x, 民 ') 同 有 确定 的 C'-Riemann 
度量 , 下 是 忆 的 子 向量 从 ，F,=z (x) 门 F, 并 设 杞 是 在 EE， 
中 关于 给 定 的 Riemann 度 划 的 正 交 补 空 间 . 如 果 记 

F+=1|]1rF:, 
总 研 二 
那么 f+ 是 EE 的 子 向 量 从 ,并 且 
E=fBF+. 
证 明 有 取 忆 的 局 部 平 几 化 有 :x DY) 一 Ux R', 估 得 
hr NF)= Ux (Rx {0N. 
由 凡 识 定 了 E 在 如 上 土 的 一 个 标 染 场 
SX)=h x, 6), i=1,,k, 
其 中 前 个 向 量 生 成 (VYxsU)， 用 Gram-Schmidi 手续 将 标 
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架 场 


(3.1) . s(x), Sn), 7, Si (X) 
正 交 化 ,得 到 规范 正 交 标 架 场 
(3.2) oN), (xX), ox), 


其 中 的 前 mr 个 向 量 仍 生 成 FetYxsDy 而 后 上 一 m 个 向 量 刘 生成 
Fi (vxeU). 

因为 标 要 场 (3.1) 与 (3.2) 之 间 的 变换 是 CC" 的, 所 以 标 架 场 
(3.2) 与 原来 的 各 个 局 部 标 架 场 C7 相 容 . 用 (3.2) 作 出 五 的 局 部 
平 几 化 , 则 可 看 出 ， FL 是 五 的 子 庙 量 丛 ,并且 

E=F@FLt. 口 

3.7 定理 设计 是 的 C' 了 于 流 形 , 则 TM 是 TuyN 的 CC ' 
子 向 量 从 . . 

证 明 在任 窟 的 peM 邻近 , 取 入 的 关于 了 正则 的 局 部 坐标 
图 卡 (F, 由 ) . 对 这 局 部 坐标 ，TyN 其 有 标 架 场 


3 .8 . 8 
Be Bx de 


而 TwnvM 则 由 


所 生成 ， 口 

3.8 注 记 设计 是 入 前 C' 子 流 形 ，8 是 TN 的 
C"-!1-Riemann 度量 , 则 限制 在 TM 上 也 是 TM 的 Riemann 度 
量 . 因为 任何 微分 流 形 村 都 可 作为 适当 的 RE 的 子 流 形 
化 宇 2 dim M+1), 所 以 平 几 从 TRI=RrxR* 纤 维 上 的 Euclid 内 
积 在 TM 上 诱 学 了 一 个 Riemann 度量 . 这 用 另 一 种 办 法 证 明了 
切 从 的 Riemann 上 度量 的 存在 性 ， 
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34 管状 邻 域 定 理 


先 介绍 一 个 简单 的 定义 . 
4.1 定 兴 设 了 是 拓扑 空间 ，B 是 了 的 子 空间 .如果 连 续 映 
射 r : 了 一 B 满足 条 件 
rp)=b, vbheh, 
那么 我 们 就 称 B 为 了 的 收缩 粮 , 并 称 7 为 [从 了 到 8B 的 ) 收 缩 映 射 
设 (E,X,x, RR*) 是 一 个 C7 向 看 估 ,约定 以 0, 表示 向 量 空间 
,=x (x) 中 的 零 向 量 , 我 们 来 考察 这 样 一 个 截面 : 
tx)=0,., WXEX. 


这 样 定 义 的 截面 被 称 为 向 量 内 吾 的 宕 截面 . 零 截 面 显然 是 C 的. 
约定 沁 
Xo=ttX)= 10.|xXEX}. 
在 不 致 于 混 清 的 时 候 , 人 们 也 常 马马虎虎 地 把 零 截 面 的 像 介 六 叫 
做 “ 零 截面 " . 对 于 五 是 C' 向 量 从 的 情形 ， 扩 是 的 C 子 流 形 ， 
因为 在 局 部 平凡 表示 下 有 
hr (OMNE)= UxO. 
因为 存在 互 道 的 C' 映 射 rx 加 :加 一 关 和 [; 久 -> 和 ,所 以 零 
截面 子 流 形 总 实际 上 C' 微 分 同 胚 于 六 . 
我 们 看 到 ,映射 + : XX 一 名 cE 实际 上 将 多 根 入 到 EE 中 作为 
正则 子 流 形 . 因为 这 个 缘故 ,人 们 和 常常 将 加 与 xX 等 闻 视 之 . 
E 作 为 看 的 开 都 成 具有 非常 好 的 性 质 ; 存在 C' 收缩 映射 
Fr 一 二 -一 
下 面 将 要 介绍 的 “管状 邻 域 ", 正 是 以 这 种 情形 作为 模式 的 ， 
为 了 证 明 “ 管 状 邻 域 定理 ", 先 要 做 一 些 准 备 . 


4.2 引 理 设 是 和 了 是 有 蝶 离 空间 ， 六 及 有 局 部 紧 生 性 质 并 
二 满足 第 二 可 数 公 理 ，A 是 在 的 闭 子 集 . 谈 连 续 轴 射 东 : 王 一 开 
满足 以 下 两 个 笨 件 : 

(ji) 六 :站 一 了 是 局 部 同 且 (其 对 任意 的 zs 大 娄 将 x 点 在 
基 中 的 某 个 开 邻 域 区 同 有 蚂 地 上 映 成 汞 (xzo) 点 在 了 中 的 某 个 开 邻 域 
V=y (0)); 

(ii) WV|4 是 单 竖 射 ， 
刚 存 在 4 在 甘 中 的 开 邻 域 G 和 8=¥(4) 在 YY 中 的 并 邻 域 玉 = 
V(G), 使 得 站 1G 是 从 G 到 瑟 的 同 胜 . | 

证 明 首先 指出 : 在 所 给 的 条 件 下 , WIA 是 从 4 到 吾 的 同 坚 
喘 射 . 审 实 上 ,根据 条 件 中 ,六 ; 著 -- 了 是 局 部 同 胚 扫射 ,因而 
ld4:4 一 四 也 是 局 部 同 脏 醋 射 . 另 一 方面 ,根据 条 件 (i， 
VA :4 一 ~ 吾 还 是 一 一 对 应 ， 依 据 这 两 方 商 的 事实 , 戎 现 判 定 
V4:A 一 B 是 同 胚 映射 . 

约定 将 于 中 的 距离 函数 记 为 4 对 于 5>0 和 CS 区 我 们 的 
定 记 


D(C,3) := {xeX|d(x,C)<6). 


”下 商 , 分 步 怨 (T), ( 卫 ) 和 ( 开 ) 证 明 引 塌 的 结论 . 


(TI) 先 设 4 是 紧 致 集 . 将 用 反 证 法 确认 : 存在 4 在 关中 的 
开 邻 域 G, 使 得 业 |G 是 单 映射 ， 

假如 不 是 这 样 ， 则 对 任意 ne 在 开 集 五 (4,1/ 间 之 中 ,存在 
点 p, 和 gq, 使 得 ps 关 gn， 风 pa) 三 业 (gn) ， 设 ps, 49ns4, 满足 不 等 式 

d(paopi ln, dqns dr )< lfn. 
由 于 4 的 紧 致 性 , 存 杏 {p 小 和 {9 站 的 收 人 铺子 序列 人 pi} 和 {qi}. 设 
pn po, ds,—* qn. 

其 也 有 Pn—* Po dn go- 
于 是 wpo)= wg0), 
但 po， dose 5， 并 上 屿 由 14 是 单 足 射 , 所 以 
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Po Gu: 

根据 条 件 (i), 存 在 点 po= qo 的 开 邻 域 以 使 得 凡是 单 映 射 . 而 
对 十 充分 大 的 ,点 ps, 和 gq 都 将 进入 器 中 ,导致 子 盾 . 

(J1) 对 于 4 的 一 般 情形 , 设 4 是 4 的 一 个 紧 致 子 集 . 根据 
(了 中 的 讨论 ,存在 4 在 革 中 的 开 邻 域 G6, 使 得 由 Go 是 单 映射 . 
由 于 是 房 部 紧 致 空间 ,必要 时 适当 缩小 Go, 不 妨 设 Gu 是 紧 臻 集 ， 
下 面 将 进一步 证 明 ， 存在 4。 在 六 中 的 开 邻 域 GxcG*< Go( 因而 
. G* 也 是 紧 致 集 ), 使 得 |{ Gx WU 4) 是 单 映射 ， 

先 取 hoEN, 使 得 

neN, nn 之 tO——> D(Ado, |in} Go. 
兵 须 证 明 : 存在 1# 艺 ho, 使 得 
y1CD(Cd4o, 1 U A) 


是 单 届 射 ,因而 
Ga = D(Ao, 112n) 

满足 全 部 要 求 . 

论证 仍 采用 反 证 法 . 假设 所 述 的 不 存在 , 则 对 任何 之 no， 
都 有 

Prs In EE D(Ao, ln) U4, 
使 得 Pa gs, WP) = YG) 
不 妨 设 
PresD(UAdo, Lin) A, qe A\ Go. 

于 是 ,存在 p; & do, 使 得 d(p,,pn)<1in( 参 看 图 和， 由 于 4 的 紧 
致 性 ,存在 {pi 1 的 子 序列 {p} ,使 得 


Pr, — ps4o. 
于 是 所 有 
Pn, — pe Ao. 
因为 次 (44,)=W(ps,), 所 以 
pa) ~ wn EB. 


但 并 是 从 4 到 上 B 的 同 胚 颇 射 ,所 以 
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9 PEAdo. 


于 是 , 当 k 充分 大 时 ,就 会 有 g,,E Go， 这 与 关于 {gq,} 的 约定 相 欠 秆 . 
(下 ) 对 于 引 理 所 设 的 一 般 情形 ，4 可 以 表示 成 可 数 个 紧 致 
集 的 并 集 : 


不 妨 设 


者 4 
根据 (H) 中 的 讨论 ,存在 4 的 开 邻 域 61, 其 闭 包 GI 是 紧 致 集 ,并 
且 区 |1(EU4) 是 单 映 射 ， 假设 已 经 定义 好 了 开 集 ， 
GEG EG, 

其 中 各 开 集 GG 的 闭 包 G6, 是 紧 致 集 , 并 量 1( 贡 U4) 是 单 肌 射 ， 我们 
分 别 将 GU 4 和 GU A 当 作 ( 呈 ) 中 所 讨论 的 "40" 和 “4A”, 叉 可 以 
断定 存在 并 集 Gi1>GiU 4441/， 其 闭 包 G44i 是 紧 致 集 , 并 且 
小 |( Ger1UA) 是 单 映射 .在 归纳 地 定义 了 递增 的 开 集 序列 
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一 


GTO THE OT 


之 后 ,我 们 记 _ 
G= {J Cr 
显然 有 GU 41=4, 
k=1 
并 且 几 1G 是 单 映射 


以 上 证 明了 : 存在 4 的 开 邻 域 G, 使 得 由 1G 是 单 映射 ,由 于 
东 在 各 点 邻近 是 局 部 同 是 ,所 以 号 = 由 (Gy 是 开 集 ,并 且 岂 |G 是 从 G 
到 五 的 同 胚 映 射 . 口 

4.3 引 理 设 N 是 R? 的 C” 子 流 形 ，E=(TN)t 是 TN 在 
TwR? 中 的 正 交 补 肉 ，Xx ;: EE 一 N 是 向 量 从 投影 ,映射 :ER 
定义 为 

VE)=n(E)+E, veek 

( 即 We=x+e YEe(TN): ，xeEN). 则 让 在 E 中 零 截 面子 流 
形 乙 的 开 邻 域 G 和 R? 中 NN 的 开 令 域 上 = 小 (G), 使 得 WG 是 从 
6 到 瑞 的 C“ 同 契 . 

证 明 对 任意 的 0.eZ 和 yw(0,)=xeN, 我 们 来 考察 切 映 射 

dy): (TE)o, > Rr=(TN), DB (TN): . 
因为 | 之 是 从 Z 到 丸 的 C”“ 同 肛 , 所 以 
(do (TZ )o, : (TZ 0, — (TN), 
是 线性 同 构 . 另 一 方面 ，(d 加 oTo.E,) 显然 是 从 TB, 汉 (TN) 寺 
的 线性 同 构 . 借助 于 局 部 平凡 表示 ,容易 看 出 
(TE),,={TZ), 四 To,E,. 

由 此 得 知 , (dy)o .是 从 (TE) 到 Re?= (TN). 甸 (TN): 的 线性 同 构 ， 

于 是 ,存在 Z 在 EE 中 的 一 个 开 邻 域 厂 , 使 得 对 所 有 的 te 序 切 
映射 和 办 ;都 是 线性 同 构 ,我 们 确认 . 

(i) 映射 责 在 和 上 是 局 部 C” 同 胚 ; 

Gi) 业 | 世 是 从 忆 到 六 的 CC 同上 肛 ， 
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根据 引 理 4.2, 存在 工 的 开 邻 域 GE 天使 得 号 =Y(G) 是 Rr 中 的 开 
集 , 并 且 邮 1G 是 从 如 到 五 的 同 且 . 又 因为 上 在 半 圭 是 局 部 C= 同 胚 ， 
所 以 下 |G 是 从 蕊 到 上 的 CC“ 辣 胚 ， 口 

附注 “考察 引 理 4.3 中 所 定义 的 岗 射 : 

We)=xte, CEE=(TIN)!, x=n(t)eN. 

应 该 指出 : 这 里 的 x 是 入 的 点 在 Rr 中 的 位 图 向 量 ，# 则 为 R? 中 
点 在 x 点 的 任意 一 个 法 向 量 ,符号 "+ ” 则 表示 Re 中 的 向 量 加 法 . 

为 了 理解 引 理 4.3 及 其 证 明 , 篇 要 秀清 “抽象 的 从 * 与 其 “具体 
表现 "之 间 的 区 别 和 联系 , 例如 ,作为 抽象 的 切 然 ，TN 在 不 同 点 
上 的 纤维 是 不 相交 的 . 然而 ,作为 其 只 体 表 现 ， 六 在 xx 点 的 切 空 
间 TN 被 看 作 是 RF 中 附着 于 x 点 的 一 个 维 平面 (n=dimN)， 
附着 于 不 同 点 的 切 空间 则 有 可 能 相交 ( 想 一 想 曲 线 或 曲面 的 例子 ) ， 
在 引 理 4.3 及 其 证 明 的 表述 中 ,作为 “抽象 的 "法 从 ，E={TN})+1 的 
各 纤维 ("抽象 的 "法 空间 ) 两 两 不 相交 ., 区 的 像 集 则 是 E= (TN】+ 
在 Rr? 中 的 只 体 表现 ,附着 于 六 的 不 同 点 的 “具体 的 "法 空间 有 可 
能 相交 . 需要 证 明 的 关键 事实 是 : 内 能 够 将 EE 中 零 截面 Z 的 某 个 
开 邻 域 上 G 同 胚 地 映 为 R? 中 区 的 某 个 开 邻 域 百 ， 对 此 可 作 如 下 的 
儿 何 解释 : 限制 在 互 的 范围 内 ,附着 于 的 不 同 点 的 各 个 法 空间 两 
两 不 相 变 ,并 且 这 些 法 空间 完全 柳 效 了 H( 参 着 图 10). 


(TN) 
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4.4 引 理 设 (E, 站 ,x, Rr) 是 一 个 CY 向量 从 , 赋 有 ~ 
-Riemann 度量 及 ZZ 是 的 零 截 面子 流 形 ，G 是 己 的 开 邻 域 
则 存在 正信 C” 函数 6 :XX 一 民 ,使 得 

A = {EEE <ert)} 0, 
这 里 的 :|] 是 由 RRiemann 度量 上 决定 的 范 数 . 

证 明 首先 指出 这 样 的 事实 ; 

(I) 对 任意 的 geX, 存在 gg 在 半 中 的 开 邻 域 0 和 正 实数 6 
使 得 

{ex (OE < EG. 
为 了 证 明 (IT) ,我 们 先 取 含 奏 gq 点 的 局 部 平凡 域 D 和 相应 的 局 部 
平凡 化 请 :xD) 一 DXRt， 因 为 hr 10D) 中 9G) 是 DxR: 中 零 
截面 的 开 邻 域 ,所 以 可 取 9 点 的 闭 包 为 紧 致 集 的 开 邻 域 QOc 如 Dp 
和 正 实数 7, 使 得 
{ (x,0)e0 XR liol<y} Ar DING). 


约定 记 
ACx, 0=)h x, 0)|, VX,v)e0 x Rs,, 
SS 一 {DER =1 
固 为 连续 国 煞 1 在 紧 致 集 QxSc 上 取得 正 的 最 小 值 ,所 以 存在 党 
数 A> 少 使 得 
Ax, vn Yen Xs . 


出 此 易 得 

ACx, oullvll, v(x, eo xRt. 
了 到 5= ay, 则 有 

A = | x 0) <6 >|v| <y. 
由 此 得 知 


hn({sea- ONL<EDe {vex Rl <)) 
ch(x (DING), 
因而 
{tex (OEl<6) EG. 
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根据 (II) 的 结论 ,存在 无 的 开 覆 装 = {局 } 和 相应 的 一 族 正 实 
数 f5e} ,使 得 
{serx (OE|<éd0} SG. 
于 是 又 存在 六 的 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 (U, gq,} 和 开 集 T, Wi( Wc 
以 CU), 使 得 
(1) 多 = fi 是 局 部 有 限 族 ，2% < 儿 ， 
2) p(t)=B, pV)=B, pAW)=B) (=1,2,.); 
(3) 区 一 { 帮 覆盖 了 区， 
对 每 一 个 所 ,存在 训 > 0, 使 得 
sr (ol<acG. 
为 了 得 到 引 理 的 结论 .还 须 证 明 
(I) 存在 正 值 C“ 函 数 6: 和 一 民 , 使 得 
Ex)<o, VXEW:, KEN. 
为 此 ,我 们 选 到 单位 分 解 {[41} CY ({X,R), 使 得 
Wc{xEX|i(x) > csuppA EV, k=1,2,., 
对 于 jsN, 约定 记 
5=min{6 IV NTA@}, j=1,2,… 
然后 定义 sC0O 一 之 EA (XxX). 


对 于 xEW, 显然 有 
E00)= DD, BAIT LK)=6. 
刻意 天 次 i=1 
这 样 ,我 们 证 明了 
A={teE||t|<etre)} 6G, 口 
综合 引 理 4.2, 引 理 4.3 和 引 理 4.4 的 讨论 ,我 们 已 经 证 明了 下 
面 的 未 加 修饰 的 “管状 邻 域 定理 * (又 称 s- 管 状 邻 域 定理 ) , 
4.5 定理 设 N 是 Rr? 的 C” 于 流 形 ，E=(TN)+ 是 TN 在 
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TyR? 中 的 正 挛 补 共 ,7 :一 NN 是 从 的 投影 ,上 映射 上 :EE 一 RR? 
We)= n+E, VEE. 
则 存在 正 值 C”“ 函 数 8; AN 一 中 ,使 得 只 =w(4) 是 六 在 素 ? 中 的 
开 邻 域 , 并 且 | 4, 是 从 4, 到 旭 的 C” 同 且 , 这 里 
As={teEllel <s(ne), 
其 中 的 上 .是 由 RR? 中 的 Euclid 度量 决定 的 范 数 . 如 果 定 义 p= 
Tz。W (大 看 图 11), 那么 p ; 2 一 N 是 C~” 上 映射, 并 且 满 足 
(4.1) p(x)=x, WVxEN. 


E={TN)L 24, 一 一 一 CCcRr 


定理 4.5 中 的 侣 被 称 为 尺 在 R? 中 的 管状 邻 域 p: 2 一 N 
被 称 为 管状 邻 域 虽 的 收缩 映射 (或 管状 投影 喘 射 ). 
附注 ”由 (4.1) 式 可 以 看 出 ,，p :2 一 NN 是 CC“ 淹没 映射， 
事实 上 , 切 映 射 dp 限制 到 (TN). 上 是 该 空间 的 异同 觅 射 . 本 音 后 
的 附录 8 将 要 用 到 这 一 结论 . 
下 面 的 定理 4.6 是 管状 邻 域 定 理 的 修饰 完成 的 形式 ， 
4.6 定理 设 N 是 R? 的 C” 子 流 形 ， 严 ={TN)!+ 是 TN 在 
TwR? 中 的 正 交 补 从 ，R ; 一 NN 是 向 量 从 投影 . 则 存在 六 在 Rr 
中 的 开 邻 城 如 和 从 电 到 器 的 CY 微分 同 且 
WE=(TN)! ~ 0, 
使 得 m0)=x, VxEN, 
并 且 存 在 从 名 到 NN 的 C“ 收 缩 映 射 p: -> NN, 使 得 以 下 图 表 
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可 交换 {图 12) . 


证 明 根据 定理 4.5, 存在 正 值 CX 函数 
E 上 一 到， 
使 得 如 =w(4,) 是 Rf 中 的 开 集 ,并 且 束 | 4 十 从 4 到 旭 的 CY 同 
肥 ; 还 存在 5 收缩 映射 p ; 人 一 NN, 使 得 图 表 11 可 交换 (这 里 
沿用 上 一 定理 的 记号 )， 
我 们 构造 这 样 一 个 从 = (TN)+ 到 4 的 C” 映 射 : 


ge- EE) 
0- 


容易 看 出 ,日 的 逆 映 射 为 


9 (9 二 


了 了 
VC 一 外 


并 且 51 A, 一 五 也 是 C 映射 . 因此 0 :五 一 4 是 上 ”= 同 胚 . 
显然 0 满足 等 式 s0=r, 因而 有 交换 图 表 (区 13): 


ge a 


Rr 
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如 杂记 多 = 水 :如 那么 :EFE 一 各 和 pp;n 一 N 满足 定理 结论 
的 要 求 : ww 是 从 EE=(TN)- 到 旭 的 C” 同 且 , p 是 从 训 到 NN 的 
C~ 收缩 映射 ,并 且 定 理 所 述 的 图 表 { 图 12) 可 交换 ， 口 


$5 映射 的 光 记 比 与 同 伦 的 光滑 化 


了 管状 邻 域 定理 ,仿照 $1 中 的 范例 ,就 可 以 顺利 地 解决 映 

射 的 光滑 化 问题 . 

5.1 引 理 设计 是 光滑 流 形 ，f ; M 一 Rr? 是 连续 映射，y 
是 任意 给 定 的 正 实 数 , 则 存在 光滑 映射 9 : MM 一 R?, 使 得 

lg — fo < wxeM. 

{这 已 在 $1 中 证 明 过 了 !) 

$2 引 理 设 尺 是 R? 中 的 紧 致 集 ， 局 是 下 的 开 邻 域 , 则 存 
在 5>0, 使 得 

Ks= {xER?|d(x, KE cn. 

证 明 留 作 练 习 ， 口 

S.3 定理 设 寻 是 紧 致 光滑 流 形 ， 六 是 光 请 流 形 ， 太 : M 
一 六 是 连续 映射 ， 8 是 给 定 正 实数 . 则 存在 光滑 映射 g :MM 一 NN， 
使 得 

(1) d(g(x), fx) <s, VxeM; 

(2) g~ fi 

证 明 记 p=2dimw+1, 将 六 最 人 到 了 到 之 中 . 设 吕 是 和 在 
R? 中 的 管状 邻 域 ，p : 介入 是 相应 的 收缩 映射 ， 对 于 K=f(M) 
和 如, 按照 引 理 5.2 确定 正 数 5, 并 记 

ks={xeRrldéek : lx- és6). 
因为 p 限制 在 紧 致 集 KK; 上 具有 一 臻 连续 性 ,所 以 存在 o>0, 使 得 
只 要 
}1, yo kK;, ly —yl <<a, 

就 有 lpO) -pO <s. 
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根据 引 理 5.1, 存在 光滑 映射 go : MM 一 R', 适合 条 忻 

go — fo <min(6,o), VxeM. 
我 们 定义 

holt x)= (1 tgo(x)+tf(x), Vtel, xEM. 

显然 有 

No(t,x)— fo <6, vtel, xeM. 
因为 GMEN, hxM)CD, 
所 以 可 以 定 久 

g=p°go, hh=p° ho. 

这 样 得 到 

gEC™ (M,N), hECMIX M,N). 
容易 验证 : 

(01) Jotx) ~ fl <e, vxeM; 

Q) gk. 口 

绸 来 考察 同 伦 的 沧 消 化 问题 . 

5.4 定 内 设 罚 ,月 : 邓 一 六 是 光滑 映射 ，[ 一 各 , 1] 是 实数 
区 间 . 如 果 存 在 光滑 映射 也: Tx M 一 六 ,使 得 对 于 某 个 ?Et0, 1753] 
有 | 

Ft,x)= 0x), wvIie0,y], xeEM, 
Flt,x)= f(x), Ytell—Yy,1], xeEM, 
那么 我 们 就 说 万 光滑 同 伦 于 万, 记 为 
太一 太 (C™). 
如 有 必要 指明 具体 的 同 伦 FF 则 可 写成 
NA (CC™). 

在 上 面 的 定 尽 中 ,要 求 在 上 开始 的 一 个 区 段 刁 等 于 万, 在 上 + 终 
了 的 一 个 区 段 王 等 于 万 ， 这样 的 规定 使 得 我 们 能 够 很 容易 地 验证 : 
如 此 定义 的 光滑 同 伦 关 系 是 一 种 等 价 关 系 ( 特 别 是 : 光滑 同 伦 关 
系 具 有 ”传递 性 ”). 

5.5 引 理 设 3 是 性 意 给 定 的 正 实数 ，M 是 紧 致 光滑 流 形 ， 
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用: M 一 Rr? 是 光 沸 映射 ， 下 :ITx 凡 一 下 是 连续 上 映射 ,满足 
条 性 
FE x)= Ax), vie[0,1/3], xemM, 
FX)=f (7x), wref2/3,1], xeM. 
则 在 在 光滑 映射 G : Ix 计 一 Rr ,满足 条 件 
GU, Xx)= 0x), Yie[0, 1/9), xeM, 
GO,x)= F(x), Vie[8/9,1], xeM, 
Not, x}— Flt,x)|<5, viel, xEM. 
证 明 首先 取 XeC”( 民 , 民 ) ,满足 条 性 
1, Yrtel2/9, 719]， 
2D)={ 0 vteld, 19]U[819 11. 
其 次 ,对 乘积 流 形 (0,1) x MM 和 连续 虐 射 FI (0,1) x 可 ) 引用 引 理 
5.1, 可 知 存在 光滑 观 射 形 : (0,1) xM 一 Rr ,使 得 
NEC,x)— F(t,x)l<6, Yte(o,1), xeM, 
我 们 定义 
GE x)= — AG EE, x)+ A F(t, x). 
则 显然 9G ; 1x 一 R? 满足 引 理 所 陈 述 的 所 有 要 求 ， 已 
5.6 定理 设 人 MM 是 紧 致 光滑 流 形 ，N 是 闪 滑 流 形 ，, 
加 一 和 是 光滑 映射 . 如 果 万 连续 同 伦 于 族 , 那么 大 也 就 光滑 同 伦 
于 到 . 
证 明 记 p=2dimNN+1, 首先 将 NN 垦 人 到 Rr 之 中 . 
庶 而 是 为 与 上 之 间 的 连续 同 伦 . 我们 定义 
Fl0 ,x), 车 te[0, 1/3]， 
F(t,x)= 4 PFA3t—1,x),， 车 te[lf3,2/3], 
F,{l,x), 若 te 和 2/3,11]. 
记 和 下 都 可 看 成 是 从 于 到 Rr? 的 驶 射 . 设 吕 是 N 在 Rr 中 的 管状 邻 
分 域 ，p; 中 一 六 是 相应 的 收缩 映射 . 对 于 K=F {xM)= 
FolIXxM) 和 器 利用 引 理 5.2 确定 一 个 正 数 4. 根据 引 理 5.5, 存 
在 光滑 暴 射 G;: JxM 一 > R? ,满足 条 梓 
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G(X)= fr viel0,19], xEM, 
Gl, x)= fx), viel[l®/9,1], xEM, 
Gt,x) ~ Fx) <6, vtel, xeEM., 
如 第 令 
H=p° Gi:IxXM—N, 
那么 显然 五 是 乱 与 fi 之 间 的 光滑 同 伦 ， 口 


附录 BB 和 更 一 般 的 管状 邻 域 定 理 


定理 设计 是 光 沸 流 形 ，M 是 NN 的 光滑 子 流 形 ，dimN=n， 
dimM 二 m<n， 盎 存在 

(1) 以 M 肝 为 底 的 光滑 向 量 从 (T, Mz,R"")， 

2) MM 在 NN 中 的 开 邻 域 4， 

(G3) 光滑 同 脏 4 :三 一 作 ， 
使 得 

1(0,)=x, WxeM. 

于 是 r=x。471; A 一 M 是 光 请 的 收缩 映射 ,使 得 图 14 中 所 示 图 
下 可 交换 . 


证 明 ( 简 述 ) 记 p=2n+1. 将 NN 视 为 展 的 光滑 子 流 形 . 于 
是 ,根据 引 理 4.4, 存在 NN 在 R? 中 的 开 邻 域 2 和 光滑 的 收缩 映射 
总 一 上 

以 丁 表 示 TM 在 TWN 中 的 正 交 补 人 内 .考察 从 古 到 R? 中 的 
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此 射 
Hote)=xXtée, VEET,, XEM., 
易 知 有 厂 中 零 截 面 工 的 开 邻 域 ,使 得 Yu(Q)c02 .我们 定义 
w=p° W. 

则 里 射 豆 : 0 一 满足 这 样 的 条 性 : 

(i) 在 ZZ 的 茶 个 开 邻 域 XCcQ 中 ,有 基 局 部 CC 同 胚 ; 

Qi) | 世 是 从 Z 到 放 的 C” 同 肛 ， 

于 是 ,我 们 可 以 仿照 引 理 4.3, 引 理 4.4, 定理 4.5 和 定理 4.6 中 
的 做法 ,顺利 地 完成 这 个 一 般 形 式 的 “管状 邻 域 定 理 ” 的 证 明 . 口 


练习 D 


定 湾 ”如 果 C' 向 量 从 (E, 久 ,XX, 民 ") 可 以 由 单独 一 个 平 几 化 
hE— XxXRt 

予以 确定 ,那么 就 称 这 向 量 从 为 可 平凡 化 的 向 量 从 . (有 的 文献 直 
接 了 当地 把 这 里 所 称 的 “可 平凡 化 的 向量 其 "叫做 "平凡 县 ” ,) 

D.1. 斌 证 人 和 Si 的 切 上 内 都 是 可 平凡 化 的 向 量 从 ， 

也.2， 试 证 任何 李 群 的 切 从 都 必定 是 可 平凡 化 的 向 量 共 . 

D.3. 设 p: RR" 和 \ 0 一 $" 是 径 向 投影 . 试 证 (R*+1\0, 5", p， 
民 ) 蚌 一 个 可 平 几 化 的 向 量 从 . 

D.4. 试 证 TS* 余 (5"xR) 是 可 平凡 化 的 向 量 基 (这 里 TS” 
是 5S" 的 切 向 量 人 内 ，S"x 限 表示 坟 8 为 底 妥 为 纤维 的 平凡 从 ,) 

DD.5. 试 恩 了 (不 带 边 的 )M6bias 带 适 当前 结构 ,使 其 成 为 以 8 
为 底 ,以 到 为 纤维 型 的 向 量 从 于 ， 试 证 这 样 的 向 量 其 工 是 不 可 平 
凡 化 的 , 查 工 由 工 却 是 可 平凡 化 的 向 量 从 

D.6. 试 证 以 及 为 底 空间 的 任何 一 个 向 电站 都 是 可 平凡 化 的 
向 量 从 ， 

D.7. 设 革 是 一 个 中 高 空间 ， 下 是 《的 一 个 闭 子 集 ，N 是 一 
个 光滑 流 形 ，feC?(K,N)， 试 证 存在 革 的 开 集 U2> 扩 和 pe 
CD NN), 使 得 g|K=/. 
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D.8. 试 利用 映射 光滑 化 技术 证 明 n 宇 2 时 S$" 是 单 连通 的 ( 即 
证 明 $* 的 基本 群 zi(S") 是 平凡 群 ) . 1 

D.9. 设计 是 紧 致 光滑 流 形 ，K 是 MM 的 非 空 间 子 集 ; 六 是 光 
潜 流 形 ，S 是 N 的 闭 的 光滑 子 流 形 ， 如果 feC?0M,N) 适合 条 件 
J(&K)CNN\S, 那么 存在 gEC™ (M,N) 和 HEC IX JM,N), 使 得 

(1) HO, )=A(:), HU,* )=g(:); 

[2) HOUXK)EN'S. 
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第 五 章 ”正则 值 与 横 截 性 


31 正则 值 与 Sard 定理 


自从 坐标 法 问 拱 以 米 , 人 们 热衷 于 研究 备 种 方程 式 所 表示 的 
曲线 或 曲面 ， 设 已 是 R* 中 的 开 集 ,f :UU 一 Rr 是 C' 腕 射 . 对 这 
样 一 般 的 了 和 任意 的 pe 次 , 方程 

fx)=b 
的 解 集合 (四 可 能 相当 复杂 , 与 通常 曲线 或 曲面 的 几何 直观 大 
相 径 庭 . 因此 有 必要 考察 ， 哪些 beR* 能 保证 "成 为 C' 流 
形 ? 这 就 引出 了 正则 值 的 概念 . 

1.1 定 尽 设 邓 和 六 是 微分 流 形 . 六 的 维 数 dimN=n. 又 设 
:M 一 N 是 可 微 映 射 . 

(I) 如 果 pEM 使 得 

rank,f <n, 
那么 我 们 就 称 p 为 了 的 临界 点 . 六 的 全 体 临 界 点 的 集合 记 为 Cr 或 
者 CO). 
如 果 peM 使 得 
rank,f =n, 
那么 我 们 就 称 p 为 了 的 正则 点 , f 的 全 体 正则 点 的 集合 是 
M\C=M\CO). 
(I) 如 果 geN 使 得 
f DNC WD, 
那么 我 们 就 称 4 为 了 的 临界 值 ， 
如 盯 geNN 使 得 
三 nc 天台 
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那么 我 们 就 称 4 为 了 的 正则 值 . 

附注 的 全 体 临 界 值 的 集合 是 f(C7), f 的 全 体 正则 值 的 傈 
合 是 N\Y(C)( 请 注意 : 不 是 了 (MN\CA)， 在 正则 值 的 定义 中 ,包括 
了 (9)=@ 的 情形 , 即 : “不 是 值 * 的 geN 也 属 正 则 值 之 列 . 

下 面 的 定理 至 示 了 芷 划 值 概念 的 重要 性 . 

1.2 定理 (正则 值 原 像 定理 ) 设 M 和 NN 是 C' 流 形 (r>1)， 
fA:M 一 NN 是 C' 映 射 , gef (MMW) 是 的 正则 值 ， 则 5S=f -!(gq) 是 
于 的 C 正 则 子 流 形 ,并 且 

dim S=dim M — dim N. 
(三 然 8 是 M 的 闭 子 集 ,因而 是 亲子 流 形 .) 

证 明 我 们 利用 湾 没 映射 的 典范 局 部 表示 ,对 任意 的 mES= 
三 人 ,存在 po 点 邻近 的 M 的 局 部 坐标 图 卡 ( 忆 的 和 9 点 邻近 的 六 
的 局 部 坐标 图 卡 (V,w) ,使 得 

Pp)=0, y=0, T(EV, 
并 且 使 得 
f=W efo 0 =a"|0(U), 
其 中 到 :本 =Ro "xR* 一 RR" 是 从 莱 积 空间 Re "x 了 到 第 二 个 因 
子 空间 取 的 授 射 ， 因 为 
PEUNT (9) <—> plp) eo (NF 0), 
所 以 
PUNS aD= op ODN NO = pMNRx 0). 
(请 注意 ， 对 于 m=n 的 情形 ,结论 仍 成 立 .) 口 
13 例 设 映射 三 : RR -~ Ri 定义 为 
Ff os Xs Xn)= + I+ + 
易 验 证 : 了 是 光滑 映射 ,任何 实数 ozx0 都 是 了 的 正则 值 , 并 且 对 
p>0 有 fp) 关 @. 于 是 ,对 于 p> 可 以 断定 了 -Lp) 是 Ret 的 光 
请 的 维 正 则 子 流 形 . 特别 地 ,S$"= 了 -1) 是 Re+l 的 光滑 的 维 正 
则 子 流 形 ， 
下 面 的 "唱片 引 理 ?是 正则 值 原 像 定理 的 重要 特殊 情形 [在 以 
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后 的 讨论 中 ,将 多 次 用 到 这 一 重要 引 理 )， 
1.4 引 理 (唱片 引 理 ) 设 亨 和 NN 是 C' 流 形 (21),M 是 紧 
致 的 , dimM==dimN. 又 设 站 :MM 一 NN 是 C' 映 射 . 如 果 geN 是 了 
的 正则 盘 并 是 了 (9) 短 @, 那么 
(1) f "(9)SM 是 有 限 点 集 : 


f (= {p,, 本 
(2) 存在 g 在 入 中 的 开 邻 域 使 得 
f= UU U,, 
其 中 Ui,…, 忆 是 训 中 两 两 不 相交 的 开 集 , pe, 并 了 且 
fID UV 


是 C' 同 时 (i=1,…, k). 
证 明 根据 定理 1.2( 正 则 值 康 像 定理 ), f(g) 是 帮 的 0 维 子 
流 形 ,也 就 是 由 一 些 孤 立 点 组 成 的 子 集 , 和 但 f(g) 作 为 紧 空 间 MM 
的 团子 集 也 是 紧 致 的 , 所 以 7'(9) 是 有 限 点 集 {p,…, BP】, 这 证 明 
了 0). 
因为 
rank, f= dimM = dimN, 
所 以 了 在 所 点 邻近 是 局 部 C' 同 肤 , 即 存在 p 在 好 中 的 开 邻 域 证 
和 gg 点 在 NN 中 的 开 邻 域 玉 , 使 得 IW:iW 一 VV 是 CC 同上 且 
fi 二 1,…, 上 ) 必要 时 适当 缩小 各 VW, 可 设 这 些 WW 是 两 两 不 相交 
的 : 
NW iz/ 


显然 (MM\Um) 是 六 中 的 肾 致 集 并 且 不 包含 4 点 , 所 以 
“(vm 


是 4 点 的 开 邻 域 我 们 记 
U=WN TN, i=1,.…,k. 
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则 了 IU:; Ui 一 VY 是 C' 同 胚 ,并 旦 显然 有 
f(D= LU. 

这 证 曲 了 (2). 口 

既然 正则 值 具 有 如 上 面 定 至 1.2 所 述 的 良好 性 策 , 大 们 自然 关 
心 这 样 的 正则 值 是 省 足 够 少 ? 下 面 的 Sard 定理 肯定 地 回答 了 这 
个 问题 . 

15 定理 (Sand 定理 ,C ”情形 ) 设 M 和 NN 是 ~“ 流 形 ， 
了 EC MM, 和 ,CO) 是 了 的 临界 点 集合 则 了 (C0) 是 NN 中 的 零 
调集 ， 因 而 了 的 正则 值 在 中 外 处 稠密 . 

Sard 定理 是 微分 拓扑 中 许多 重要 存在 定理 的 林 础 ,其 草 要 性 
是 不 言 而 喻 的 . 但 我 们 把 Sard 定理 的 证 明 放 到 本 章 后 的 附录 yy 
中 ,因为 证 明 方 法 虽然 不 算 困 难 , 却 是 以 后 较 少 用 到 的 . 


32 横 截 性 


横 截 性 基 正 则 值 概念 的 延伸 ， 有 人 曾 说 ; " 横 截 性 握 开 了 流 
形 的 秘密 ”, 这 一 概念 的 重要 性 可 想 而 知 . 

2.1 定 兴 设 林 和 次 是 习 流 形 (rz1),S 是 六 的 上 正则 子 
流 形 ，f : 虹 一 六 是 C' 映 射 , 4 是 M 的 任意 一 个 子 集 . 

(I) 如 果 
(2.1) aeANf 人 一 > fT M+ TS= TroN, 


那么 我 们 就 说 7 在 4 上 与 $ 横 截 , 记 为 
(2.2) 7 下 ,5- 
请 注意 对 于 4 站 f "(9)==@( 即 f(A4)(M5= 罗 的 情形 , 人 们 认为 条 
件 2. 了) 自动 成 立 ( 这 是 馆 辑 上 普遍 采纳 的 一 种 约定 ), 因而 认为 了 
在 4 上 也 是 与 5 横 堆 的 . 

《 开 ) 对 于 4=| 相 是 单 点 集 的 情形 , 如果 条 件 (2.1) 得 以 满足 
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(包括 p#f~1(9) 的 情形 ) ,那么 我 们 就 说 7 在 p 点 与 5 横 截 , 记 为 
Th, 5. 

(II) 对 于 4==M 的 情形 , 如 果 条 件 (2.1} 得 以 满足 (包括 
Fnms= 巴 情形) ,那么 我 们 就 直接 称 与 5S 措 截 ,并 简单 地 记 为 
/hs 

(IV) 对 于 了 是 入 的 C' 子 流 形 , 并 是 f=i:M 一 N 是 放 入 
映射 的 情形 , 如 困 条 件 (2.1) 得 以 满足 ,那么 我 们 就 说 子 流 形 村 在 
4 上 与 子 流 形 $ 横 和 截 , 记 为 


Mh, 5. 
对 于 f=i:; M 一 N 是 放 人 映射 的 情形 , 如果 4= fi( 单 点 集 ) 或 
者 4= 对 ,那么 也 有 类 似 于 ( 工 ) 或 ( 亚 ) 中 的 约定 . 
2.2 例 我 们 举 出 定义 2.1 的 一 些 特 例 : 
(a) 如 果 dimM>dimN, 并 呈 了 在 4 上 是 C 流 没 ,那么 对 入 
的 任何 CC 了 于 流 形 S 都 有 
7 二 ,3 
(b) 如果 5={g} 是 入 的 单 点 子 集 ( 钢 为 0 给 子 流 形 ) ,那么 
zh5 意味 着 4 是 了 的 正则 值 . 因此 .我 们 可 以 用 记号 
f 沿 {9) (或 者 frh 吕 
{c) 如 果 dim M+dimS<dimN, 那么 fj ,5 的 充分 必要 条 件 是 
UNS=D. 
下 面 的 定理 是 “在 基点 模 截 * 的 一 个 重要 的 判别 鹤 则 . 
2.3 定理 设计 和 NN 是 C' 流 形 (r21),$ 是 NN 的 C' 正 则 于 


dimM=m, dimN=n, dims=s, 
又 设 f :MM 一 NN 是 C' 映射 ,pef (59), 人, 光 ) 是 六 在 9= 广 GO) 点 
邻近 的 关于 子 流 形 5 为 正则 的 C' 局 部 坐标 图 卡 ,因而 
yOND= ONCR x 0). 
在 上 述 前 提 直 ，f 在 p 点 与 5 横 截 的 充分 必要 条 件 为 : 复合 映射 
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maoz of 在 p 点 是 淹没 ,这 里 
nr RRxR™— RR 
是 从 乘积 空间 本 xR"' 到 第 二 个 因子 空间 R"“ 的 投射 ， 
证 明 首先 指出 这 样 的 事实 : 
fys > wo fh Rx 0. 
其 次 ,我 们 可 以 把 水 。f 写 成 
多 "六 
(这 里 的 x 是 从 民 xR 到 联 的 投射 )， 十 是 ,对 于 tsT, 村 有 
GCC) 


因为 
(Ce of), (2), DERxO, 
所 以 ,要 使 (yy 。f).,(T,M) 与 Rix0 共 同 生成 
R=(R’xX0) DOxR"™), 
必须 而 且 只 须 (0, (zo 汪 。f).(T,M) 盖 满 0xR"5, 也 就 是 
(a oo f), (TM)=R™. 
2.4 命题 ( 横 截 的 典范 局 部 表示 ) 在 定理 23 的 条 件 下 , 车 了 
在 p 点 与 5 权 截 , 则 存在 p 点 邻近 的 MM 的 局 部 华 标 图 卡 (P,q), 使 
得 f(P) = @, 并 且 J 了 的 局 部 表示 大。1。 9 :具有 以 下 形式 : 
Fu, 0) = (20), 0). 
证 明 部 同 定理 2.3 那样 选择 g 点 邻近 NN 的 图 卡 [Q, WW), 倒 
得 wr。 溃 。f 在 p 点 为 流 没 .然后 选择 p 点 邻近 的 村 的 图 卡 (P,q)， 
使 得 x" 沙 。 fo gp 成 为 淹没 的 典范 表示 : 
no ef op lu, 0)=r. 
车 记 (4u,0)=z'o 灶 6。 fg (u,v), 则 有 
昌国 一 (人 oh 口 
2.5 定理 ( 横 截 原 像 定理 ) 设计 和 NN 是 C' 流 形 (r 宇 1),5 是 
NN 的 C' 正 则 子 流 形 ,f: M 一 NN 是 Cr 映射. 如 果 fyh$ 并 也 
三 加 <2, 那么 三 全 是 于 的 正则 子 流 形 ,并 且 
| codimf “1{S}=codim S. 
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这 里 的 符号 codim 表示 子 流 形 的 余 维 数 , 即 . 
codimS=dim N—dim5s, codimf “(S$)=dimM ~ dim/f (5). 
证 明 设 dimM=m, dimN=n, dimS=s. 根据 定理 2.3, 对 于 

任意 的 六 Er 一 人, 存在 好 在 而 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 ([ 的 和 次 

在 go=. 六 po 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 (FV, ,使 得 J (SW, 并且 使 得 

映射 


nowefep': UR 
成 为 浴 没 的 典范 局 部 形式 ; 
Wo po fo Cos Kes Kt sn) = Cp mn) 
其 中 t=m 一 n 二 5, 即 mm 一 t=n 一 s， 对 于 peU, 我们 有 
PpEf ODE DANNGR XO) 
o> yf =. 
居 身 
om SD= x" yo fe p = 六 (下 站. 
这 证 明了 了 5) 是 M 的 正则 子 流 形 , 其 维 数 为 
dimf ~(8)=1=m—nts, 
也 就 是 codimf “(8)=m~t=n—s, 口 


$3 ”机 截 允 近 定理 


设 M 和 入 是 C™ 流 形 ,5 是 入 的 C” 正 则 子 流 形 . 本 节 将 证 
朋 , 对 任意 的 光滑 映射 
f:M—N, 
在 在 这 样 的 与 5 横 截 的 光滑 映射 
gg: My 
9 可 任意 去 近 了 了 ,并且 g 一 ff 
设 U 是 R? 中 的 开 集 ,天 是 Rr" 中 的 紧 致 集 , KE 对 于 JE 
CCU, R"), 我 们 约定 记 
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f= le max sup{lAieo 


] 


区 


[| of 
f= max{lf le 六 J 


外 于 
Lk Oc, 


3.1 引 理 设 UU 是 R” 中 的 开 集 ,KK 是 RR" 中 的 紧 致 集 ,KSU, 
feCW(U, RI， 如 果 
(3.1) fh RX0), 
那么 存在 y>0, 合 得 只 要 
BECUU, RD)，|19 一 了 总 < 
就 有 
(3.2) sh (Rx 0). 
证 明 设 f 的 分 量 表 水 为 f=(fi, ,天 ,fi41，…;), 则 有 
ne f(r 
我 们 约定 以 A(f, x) 表示 以 下 和 式 : 
2 CGO) + el OC, 机 站) ) 
这 里 1=n 一 s， 由 定理 2.3 可 知 , (3.1) 等 价 于 
AUf ,>0, VxekK, 
于 是 ,存在 y>0, 使 得 只 要 
geC(U, RY), lg—/ IR<Yy, 
就 也 有 A(g, xX)>0, vxek, 
这 等 价 于 (3.2) . C 
32 引 理 设 UU 是 R” 中 的 开 集 ,feC”(U, RR"), 则 对 任何 }y>0， 
存在 cER", | cj<y, 使 得 由 
J =7 (0)— (0, ce) 
所 定 总 的 映射 g :UR 在 U 上 与 Rx0 横 截 ,也 就 是 
gh (KR x0). 
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证 明 根据 Sard 定理 , 映射 rx"*。f 的 正则 值 在 了 一 中 稠密 ， 
因而 可 了 过。 8 的 正则 值 csRe- 使 得 cl <y 容易 看 出 :映射 
To gl) = fx)—e 
以 0sRe- 为 正则 值 ， 这 也 就 是 
9 TR xD). 口 
33 引 理 设 调 和 久 是 C™” 流 形 , 填 是 MM 中 的 紧 致 集 ,S 是 入 
的 CC 正则 子 流 形 , dim $=s, fEC” {M,N} ,又 设 
人 D fh s; 
(ii posf 9), (0, 内 是 NN 在 qo= 了 (py 邻近 的 关于 5 为 正则 的 
局 部 坐标 图 卡 , (U, 9) 是 邓 在 轴 点 邻近 的 局 部 坐标 图 上, 满足 条 
性 
Pp)=0 pW=B, f(DO. 
(我 们 记 V=9g (8B), W=p (BD).) 
在 上 述 条 件 下 , 对 任何 5>0, 存在 geC” (M,N) ,使 得 
(1) g(pD=f (p), WpeM\L, 
(2) g 在 HUIV 上 与 S 横 截 ， 
(3) dg Hp) <6, WYpeV, 这 里 的 4d 是 NN 上 的 肛 离 ， 
证 明 我 们 记 f=yw。f。9-!， 考察 紧 履 集 玉 = 五 和 PF， 根据 引 
理 3.1, 存在 ?> 使 得 只 要 让 一 了 见 。<y, 就 有 
8 hao (R x0). 
选取 9EC” (AM, BR) ,满足 条 件 
n(p)= 1, vpeW, 
{ot vpepV\W, 
ntp)=0, vpEM'\V. 
在 开 集 gq()= By 上 ,对 映射 了 用 引 理 3.2 的 结论 , 可 知 存 在 可 任意 
小 的 csR"", 使 得 映射 
B.00=7 0 —n(p x0, ce) 
在 plWWV)=Bi 上 与 Rx0 模 截 . 我 们 定义 
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sD ge PP, VpEU, 
fp), ¥ peM\L. 
只 要 ceR”™ 选择 得 足够 小 ,可 使 8 一 了 <7 ,并 可 使 得 
dap f(D<5, VYpeY, 

显然 这 样 的 g 满 足 全 部 要 求 ， 口 

3.4 定理 设 M 和 NN 是 C” 流 形 ,S$ 是 NN 的 C“ 闭 村 流 形 ， 
feC™ (CM, N), seECIM, R) 并 卫 8 (D>0, YPpsM. 则 存在 ge 
Cd ,满足 条 件 

(1) gshs; 

(2) 20 OD <ap), VpeEM,; 

(3) g~ 下 

证 阴 首先 ,将 站 和 天 到 RT 之 中 , 设 8 是 NN 在 R*”'i 中 的 
管状 邻 域 ,而 p : 吕 一 NN 是 相应 的 C™” 收 绵 映 射 . 

因 沪 8 是 六 的 闭 的 正则 子 流 形 ,. 所 以 可 选择 浆 的 一 个 图 汇 
{ 人, 由 ) } ,使 得 只 要 是 OMS 关 @, 相应 的 图 卡 (@, 好 就 是 关于 子 流 
形 8 为 正则 的 . 开 和 集 旋 2={f -Oo 覆盖 了 M， 因 而 存在 MM 的 可 
数 个 图 卡 (U, gp,} 和 开 集 让, Wi 三 ,i=1,2,…, 使 得 

{a) 多 = {D0} 是 局 部 有 限 旅 , 且 多 < 2; 

(人 b) pOD=B, PAFD=B, PBA)= BI, t= ] 2,…; 

(0 = {WV} 覆盖 了 MM. 
因为 疡 是 对 中 的 紧 致 集 , 所 以 


有 一 imnin fp 人 Di 一 1 2 
mF 


又 因为 1(V,) 是 和 N 中 的 紧 至 集 ,所 以 存在 6.e(0,a), 使 得 
ER d(q,f (VD< 6.—> geQ. 
约定 记 
y=min{6IF NV, i 1,2,... 
我 们 取 而 = 了, 二 = 人 名， 然后 归纳 构造 一 列 映 射 和 } CY OM, 和 ND), 


100 


满足 以 下 条 件 (i=1,2,…): 
(C(I) HD=f-(P), VpEM NV; 
(IJ) 在 五 上 与 5 模 截 ,这 里 


H,= HWW,= Um,; 


(IIL) dCfitpD, fp < vpeV. 
在 完成 了 这 列 上 映射 的 构造 之 后 ,我 们 定义 
gD =lim fp). 
下 面 验证 这 样 的 9 满足 定理 的 全 部 要 求 ， 
(1) 紧 致 集 刺 ,只 与 有 限 个 相交. 不 妨 设 
VNWm=% Vi>k. 
显然 kK>i 于 是 , 当 制 在 全 上 有 g|WW=f. 因而 g 在 全 上 是 
C™Y 的 . 又 因为 天 在 二 Wi 上 是 与 $5 神 截 的 ,所 以 
g hn 5. 
这 样 的 册 , 矿 盖 了 整个 M, 所 以 有 
geC™”(M, M, yhs. 
{2) 对 于 任意 的 pe M, 不 妨 设 peW;， 于 是 有 
d(g(p), fp < oH <h<elp), 


这 里 的 也 "表示 对 那些 使 得 ,fF,#% 的 j 求 和 . 
(3) 对 于 peM, 将 g() 和 f(p) 视 为 Rx*! 中 的 点 . 因为 
-Dg trp -fo <6, VpeW,, i=1,2,.., 
所 以 (1-n) gD ttf nen. 
因而 可 定义 


Ft, p=p(l —t) gp) + tp). 

这 样 定义 的 户 : IxM 一 N 使 得 g 一 了 . 口 ] 
对 定理 34 的 证 明 稍 作 修改 ,就 可 以 证 时 以 下 的 横 淮 扩张 定理 . 
3.5 定理 设 轩 和 入 是 C“ 流 形 , S$ 是 NN 的 C“ 闭 子 流 形 ， 
JEC TM, EEC R 并 且 e 站 >0.YpsM、 如 果 天 是 对 中 
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的 紧 致 集 , 使 得 
fh,s, 

那么 存在 gsC” (CM, N) ,满足 以 下 条 件 : 

(0) glK=7|K; 

(1} ghs: 

(2) dg(p), fpD <alp), vpEM:; 

(3) g ~f. 

证 明 首先 将 NN 衫 入 到 了 2 中, 设 恕 是 下 在 下 2+ 中 的 管状 
邻 域 (p 是 相应 的 收缩 映射 ) . 

因为 S$ 是 N 的 闭 的 正则 子 流 形 ,所 以 可 选择 NN 的 一 个 图 汇 
{ C0, 史上 使 得 只 要 QONS@, 相应 的 图 卡 (9, 由 就 是 关于 子 流 形 S 
为 正则 的 . 我 们 记 


2={f "ONM\ DD). 
对 于 流 形 MAKE 及 其 开 覆 善 红 ,选择 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 (U;, 9) 
和 相应 的 开 集 万, WiG=1,2,…"), 满足 类 似 于 定理 34 的 证 明 中 所 
述 的 条 件 (但 以 MM\ 下 代替 M) . 并 可 仿照 定理 3.4 证 明 中 的 办 法 
确定 相应 的 正 数 6, 5.,%G=1,2,…). 
因为 了 yw; 所 以 存在 包含 扩 的 开 集 G, 使 得 
了 下 8. 
叉 六 在 闭 包 为 紧 致 集 的 开 集 WV, 使 得 
KcWEHWo -eo. 
具有 = 了 和 和 本 = 古 ,开始 ,我 们 可 以 仿照 定理 3.4 证 明 中 的 作法 , 归 
纳 地 构造 {1 =C= (CM, 和), 满足 以 下 的 条 件 (i=1,2,…): 
《ID FD=f(D), VpeM\ VT: 
(IT,) ff 在 HH 上 与 5 横 截 ,这 里 
H= HU WW= Uw, 
把 
( 开 ) df 让)<yA20 YpeF 
然后 可 定义 
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gD= lim flp). 
容易 验证 ,这 样 定义 的 gy 满足 全 部 要 求 . 口 


34 关于 映射 的 C' 拓 丰 与 CC' 意 义 下 的 台 近 


上 一 节 中 的 权 截 逼近 定理 (定理 3 习 具 讨论 了 CC? 意 疼 下 的 通 
近 . 车 要 讨论 C 意 义 下 的 逼近 ,就 要 设法 赋予 CM, NG 四 以 
适当 的 拓扑 . 梁 于 篇 幅 , 这 里 只 能 作 一 个 概略 的 介绍 . 

首先 约定 一 些 记 号 . 设 U 是 R* 中 的 开 集 , 右 是 RR? 中 的 紧 致 
集 , HcU， 对 于 CC 爱 射 ;UU 一 R* 我们 引 人 人 记号: 


IF = max sup {E(x)|)}, 
Iain xe 


OF 
Ox 


tr) | OF 


IF 如 =max{IF 隐 ， 
i I’ 3 下 Bx, 


Wt 
H . 


设 训 和 NN 是 局 流 形 ，f ECCM, 和), rr 二 9s， 并 设 : 
(CI) 二 性 , po)jwea 是 MM 的 一 个 局 部 有 限 的 图 汇 ; 
{了 [I) .多 一 区 Pa We)}jges 是 NN 的 一 个 图 汇 ; 
(了 H) 和 芝 一 { 本 je 是 型 的 一 个 紧 致 集 族 , 满足 条 件 : 
(a) KCU,, veed, 
(b) 对 每 个 xs4, 存在 确定 的 Bm), 使 得 了 (K,)S pt， 
(9 UK=>M; 
(IV) 8 二 {6bves 是 一 族 正 实数 ， 
对 于 如 上 所 述 的 任意 一 族 .x, .多 , .之 ,多 , 用 记号 中 (了 ;oy 省 ,%Y, 的 
表示 满 吓 下列 条 件 的 g 的 集合 . 
(1) 9ECO AND 
(2) g(K,)E Fa Voed; 
(3) [8.—fa ly <&, Veed, 
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这 里 f=pm’ f° Pr, 多 一 wm pa" 
对 于 固定 的 + 所 gs, 以 所 有 这 样 的 
WF; i, DB, PE, F) 
为 f 的 基本 邻 域 系 ,可 以 建立 C OM, AN) 的 拓扑 . 这 就 是 CO N) 
的 Whitney C 拓扑 (多 称 C' 强 拓扑 ). 

现在 设 M 和 NN 是 C” 流 形 , fsC” (M,N)， 对 于 7=0, 1, 2， 

… 和 所 有 介 许 的 .人 多 ,. 光 , 了 ,以 所 有 的 

EOC, wf, HE, E) 
为 了 的 基本 邻 域 系 , 这 样 建立 的 C”(M, NM) 的 拓扑 ,被 称 为 Whitney 
CC 拓扑 (又 称 C” 强 拓扑 ). 

建立 了 C' 所 扑 之 后 ,就 可 着 眼 于 更 一 般 的 机 裁 开 近 定 理 ， 首 
先 , 对 引 理 3.3 的 证 明 作 很 小 的 颂 改 ,就 可 证 明 以 下 的 引 理 . 

41 引 理 设 训 和 六 是 CY 流 形 , 态 是 MI 中 的 紧 致 集 ,S$S 是 和 N 
的 C™ 闭 子 流 形 ，feC™ (M,N) 又 设 : 

{i} frh rs; 

(0 PE (8, 四 是 右 在 gp==f (pa 分 近 的 关于 子 流 形 5 为 
正则 的 局 部 坐标 图 中 ,(U,@) 是 村 在 jw 点 邻近 的 局 部 旦 标 图 卡 ， 
满足 条 和 件 

pm=0, p=B, f(OEEQ. 
{我 们 记 VY=p (8), W=@ (8).) 

在 上 述 条 忻 下 ,对 任何 5>0, 存在 geC” {MM, NN) ,使 得 

(1) g(tp)=f (p), vpeM\L, 

(2) 9 在 互 U 瑟 上 与 8 横 截 ， 

(3) [8—flt, <5, 

这 里 g=y。go09 ,f=w*ef ep 

下 面 是 "意义 下 的 模 截 避 近 定理 、 

4.2 定理 设 M 和 NN 是 C” 流 形 ,S 是 NN 的 C“ 闭 子 流 形 . 
则 与 5 模 截 的 geC™Y (CM, 有 在 C™ (M,N) 中 稠密 . 

证 明 对 任意 的 feC™”{M, 和 和 CY 拓扑 中 了 的 任意 一 个 邻 


104 


域 吕 站 (了 ; .ar 杀 , .入 8》 需要 证 明 存在 ge (ff; or， 知 ，. 窗 ,本 》 
使 得 
gshs. 

只 须 对 定理 3.4 的 证 明 作 少许 修改 (以 引 理 41 代替 引 理 3.3}, 就 
可 完成 这 里 的 证 时 口 

王 面 的 定理 说 明 : 横 截 性 不 会 因 小 的 扰动 而 遵 到 破坏 ， 

43 定理 设 MM 和 NN 是 C™” 流 形 ,5S 是 入 的 CY 闭 子 流 形 . 
则 集合 

Fs= {geC™ (M, N)|grh $s} 

是 避 拓 扩 中 的 开 集 (因而 也 是 C” 拓 扑 中 的 开 集 ) . 

证 了 有明 因为 5 是 的 闭 正 则 子 流 形 ,所 以 可 以 选择 NN 的 图 汇 
人 O04 pbses, 使 得 只 要 Of 们 SD 相应 的 图 卡 (Qy, Ws) 就 是 关于 闻 
流 形 5 为 堪 则 的 . 对 于 任意 一 个 fseC” (ad NM , 开 集 族 2Z= 
{F 六 (on)jrs 覆 盖 了 M， 因 而 存在 M 的 可 数 个 局 部 坐标 图 卡 (U,, q,) 
和 开 集 ,WSU,, a 二 1,2,…, 全 得 

(1) ={Ui) 是 局 部 有 限 族 日 <， 

(2) (UY)=B,, pV)=B,, pW,)=B, 

(3) ={W,} 覆盖 了 M. 

记 瑟 = 户 。 在 开 集 q,(U,)= 刀 上 ,对 映射 人 一 pw。 了 gi 
引 理 3.1 的 结论 订 知 :存在 &>0, 傅 得 具 要 导 - 六 | 中 < 就 必 


Pr Ka) 
定 有 


Pa 


gh s. 

如 果 记 

oo) 一， 
那么 显然 了 的 邻 域 多 Usz, 多 ,党 ,8 ) 包含 在 集合 史 之 中 . 口 

4.4 注 记 如 果 S 不 是 闲 的 ,那么 定理 43 的 结论 可 以 不 成 
立 . 请 看 下 面 的 反例 ， 

M={t, yeRIx + —17=1}, N=R, 
S={C, ERIO<x<2, y=0), 
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fo P= YC, WDEM, 
gx, = +a, DD,. Vex, WEM. 
显然 f,geC™~(M,N) . 取 a>0 充 分 小 可 使 9g 在 C” 意 义 下 任意 接 
近 了 . 但 是 


FEF gg 
【参看 图 15.) 
af 
i 
图 1 
$5 ”涉及 带 边 流 形 的 定理 
我 们 约定 记 


R+= (Cx, x")ER"|x! > 0}. 

设 训 是 各 维 带 玉 流 形 ，peM. 如 果 存 在 MM 的 局 部 谷 标 图 卡 
(U9) (pCRY), 使 得 peU, wp(pye0xR"', 那么 我 们 就 说 p 是 MM 
的 边缘 点 . M 的 全 怀 边 缘 点 的 集合 记 为 5M. 

设 时 是 一 个 带 边 流 形 ,六 是 一 个 无 边 流 形 . 我们 将 映射 了 了: 
MM 一 N 在 6M 上 的 限制 记 为 

Pf = 让 DMI OM — N. 
带 边 流 形 M 的 边 毕 8M 是 一 个 ( 低 一 锥 的 ) 无边 流 形 .如 内 f 蚌 
C' 映射 ,那么 四 也 是 C' 喘 射 . 对 于 了 和 53f 的 虱 界 点 ,有 这 样 的 关 
系 (练习 E.2): 
CAF TCMNOM. 
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$5.1 定理 ( 带 边 流 形 的 Sard 定理 ) ” 设 MM 是 带 边 C” 流 形 ,入 
是 无 边 CC” 流 形 , 了 :时 一 上 是 CC 本 射 . 则 了 与 网 虱 界 值 集 
合 的 并 集 是 零 测 集 . 因而 几乎 所 有 的 gsN 都 是 了 与 af 共同 的 正 
则 值 . 

证 明 ”因为 

cpD=CUInSaDUICUJnaaD，CCDnaceclar)， 
所 以 
COOUCO =COIN MMD Uc). 
由 此 得 到 
ICDU CHP=ACO UC 

= (COON MANEMDU CE 

=A(CONNMN\OMD YU ar Cor). 
因为 WAaM 和 8M 都 是 无 边 流 形 . 只 须 引 用 无 边 情 形 的 Sard 定 
理 ( 即 定理 1.5}, 就 可 以 完成 本 定理 的 证 明 . 口 

为 了 讨论 涉及 带 边 流 形 的 “正则 值 原 像 定理 "和 “ 横 截 原 像 定 
理 ", 我们 需要 考察 带 边 情 形 的 淹没 的 局 部 宕 示 . 

352 引 理 ( 济 没 的 典范 局 部 表示 ) 设 "六 1 是 C' 带 边 的 流 
形 , N 是 C' 元 边 的 流 形 ,f: M 一 N 是 C' 映 射 ,pe9M， 车 
8f: al 一 六 在 pp 点 是 淹没 , 则 有 好 在 了 点 邻近 的 图 卡 (Z op) 
和 六 在 4g=y 了 加 点 邻近 的 图 卡 ({P, 办, 使 得 

(1) gOERT, pAUNGMYESOx RR”, 

v=0ERT, y=0eR, f(DEY, 

QQ2) /的 局 部 表示 =。 。w' 成 为 向 最 后 个 坐标 的 投 

影 , 即 


7 
证 明 首先 选取 M 在 刁 点 邻近 之 图 卡 (boo) 和 六 在 9 一 /四 
点 邻近 之 图 卡 (防区 ,满足 条 件 : 
polU ER, go(Uo 站 ANDS0xR" 
oa-0sR3，WO=0sR， 79= 广 
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内 为 弛 在 了 点 为 浴 没 ,所 以 映射 _ 
(x 2 x fo (0, 2 本 x) 
在 点 (一 和 …, 们 为 淹没 .不 壕 设 
MF4 fF1) 


ox Xm) 


我 们 作 谷 标 变换 


w= fl, XX, 0), 
其 中 二 mm 一 站 显然 有 
Be 四 人 
dx!, i x") a 
凡 有 二 作为 新 的 局 部 坐标 , 得 到 MM 在 pp 点 邻近 的 局 部 坐标 图 
卡 (U, pp) ,其 中 Ts 态 ， 容 易 看 出 ,这 时 引 理 的 全 部 要 求 都 得 到 满 
足 . 口 
$.3 定理 ( 带 边 情形 的 正则 慎 原 像 定理 ) 设 r>1,M 是 CC' 带 
过 流 形 ,站 是 C' 无 边 流 形 ，f : M 一 NN 是 C' 映射 如果 qeN 是 
了 和 69f=7|8M 二 者 共 向 的 正则 值 并 且 了 -全 天 多 那么 5=f “1(q) 
是 季 的 六 一 站 维 正 则 子 流 形 (可 带 边 ) ,并 且 
8S= 5 门 BAT， 
证 明 如 若 启 ES 站 ai, 则 而 点 邻近 的 状况 与 无 边 流 形 完 
全 一 样 . 因此 不 乱 设 mesnaa， 我 们 选择 点 邻近 的 局 部 坐标 
如 引 理 5.2 所 述 。 因为 
PeUNF D> yp 0), 


1U8 


所 以 
PUNSD=7 OO= p00NNRY "XO. 
这 证 明了 3 是 M 的 m 一 n 维 正则 子 流 形 。 允 因为 


peEUNF DNOM <—> op (MNO xX R™ '), 


所 以 有 
p(OnSnaM)= 广 :mmOxR" 
一 9 站 (0x 了 5x09 一 (85). 
由 此 得 知 
S 门 DAM = PS. 口 
s.4 定理 ! 带 边 情 形 的 横 截 原 像 定理 ) 设 rz1, M 是 C' 带 边 
流 形 ,N 是 C' 无边 流 形 ,5 是 NN 的 C' 正 则 子 流 形 ,了 :MM 一 入 是 
C' 映射. 如果 
fihs, ormhs, f(A8, 
那么 了 -1'S} 就 是 M 的 C' 正 则 子 流 形 ,其 边 红 为 
ar (SS)=f "BS) 6M, 
并 且 
codim f (S$)=codim 5. 
证 明 设 dimM=m,dimN=n,dimS=s， 对 于 任意 的 mE 广 (9 
首先 选取 N 在 点 g= 了 (P(E 邻近 的 关于 $5 为 正则 的 局 部 坐标 图 
卡 CF, 办) ;并 选取 点 的 开 邻 域 ,满足 条 件 了 (USV. 我 们 定义 
这 样 一 个 映射 
g=nx" ew of 一 下 一. 
容易 看 出 
UN = Uy 0). 
因为 C™ 上 映射 g: 而 一 R"* 以 0 为 正则 值 , 所 以 根据 定理 53 可 
馈 , 存 在 航 在 和 点 邻近 的 局 部 坐标 图 卡 {1D, wm) ,US Uo, 使 得 
PpUNF ND= 9pU Ng 0D = 9DN CR "x 0"), 
UNF SIN OM) = gtUN g (ONEM) 
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=9(ODNOx RT x 0"). 口 

对 于 带 边 流 形 , 也 有 与 $3 中 定理 3.4 和 定理 3.5 相 应 的 结 
时 . 这 些 结集 当然 可 以 通过 修改 和 3 中 的 做 法 于 以 证 明 ， 但 我 们 
宁愿 探讨 另 一 种 不 同 风 格 的 证 曲 ( 同 时 也 给 出 $3 中 的 定理 的 新 的 
证 明 ) . 

先 证 明 一 个 有 用 的 引 理 . 

5.5 引 理 设 1: 瑟 -= 下 和 ?了 一 之 是 沿 滑 流 形 之 间 的 
光滑 映射 ,5 是 Z 的 光滑 的 正则 子 流 形 , yzhs, 则 

y° Brh 5 o> Ph YS). 
证 明 设 dimX=k,dim 了 =m,dimZ=n,dim$=s, 并 记 


W=y SY. 
只 须 对 任意 的 “sh 0) 验证 


这 是 个 局 都 性 的 论断 , 训 以 选择 适当 的 局 部 和 标 图 卡 ,通过 正身 
8 和 ?的 局 部 坐标 表示 加 以 验证 ,为 了 避免 引 人 赤 多 的 符号 , 不 
芒 设 苇 了 和 就 是 局 部 坐标 域 , 区 到 和 过 分别 是 它们 在 坐标 览 
射 下 的 像 集 ,和 歼 分 别 是 8 和 全 在 局 部 坐标 域内 的 那 一 部 分 的 
像 提 ,及 利 7 分 别 是 和 ?的 局 部 表示 . 在 这 样 的 约定 下 , 局 部 状 
况 就 如 图 16 中 图 表 所 示 . 


! 

| 

i -~ _ 
Ni-mm 


图 匠 于 现 局 部 状 训 的 变换 图 表 


下 面 说 明 局 部 坐标 应 该 怎样 选取 以 方便 于 验证 (5.1)， 首 
先 ， 的 局 部 和 半 标 应 该 是 关于 3 为 正则 的 因而 可 设 
Z= HxV, SS=HxX0, 
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- 


其 中 F 一 {es 有 “| 5 | <e}. 
其 次 , 所 选取 的 了 的 局 部 坐标 应 该 使 得 x”"。7 了 具有 湾 没 的 局 部 上 典 
范 形 式 , 即 ne 了 (u,v)=v .于 是 可 设 
Y=UxV, W=Ux0., 

并 用 可 设 ? 的 局 部 表示 是 
{5.2) Fl 0)= (0), 1)- 
顺便 指出 ,(S$.2) 是 一 般 情形 下 具有 横 戴 性 质 的 映射 的 典范 局 部 形 
式 . 从 {5.2) 式 可 以 看 出 
(5.3) fo B=n"o Top. 
(上 式 左边 的 a" 是 从 UxF 到 了 的 投射 , 右 按 的 天 是 内 吾 x7 到 
的 投射 .) 

于 是 ,在 如 上 所 述 的 局 部 范围 内 应 有 

ym S77° Bhs > ho 

< ho Fh Ww ph Ww. 

这 证 明了 (5.H) ,从 而 完 威 了 引 理 的 证 明 ， 口 

5.6 定理 ( 含 参 数 的 横 截 性 定理 , 无 边 情 形 ) 设 册 并 和 六 
是 C” 流 形 ,$ 是 NN 的 CC” 正则 子 流 形 , 并 设 F: AXM 一 N 是 C™ 
映射 . 如果 


rahS, 
那么 对 几乎 所 有 的 检 A{ 即 对 4 中 不 属于 某 个 零 测 集 的 所 有 的 办， 
所 式 
Fl*)=F(, -) 
定义 的 怠 射 Pi :M 一 N 都 与 5 横 截 ， 即 
rsh s. 
证 明 若 定义 这 样 一 个 CC“ 映射 
LM— AxM 
Pm (1,p), 
则 有 互 =F。 了 ,于 是 ,根据 引 理 5.5 有 
Frhs< rh FS). 
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我 们 用 符号 表示 从 AX 到 有 AA 的 投射 ,并 记 
= = xM, W=F 8). 
容易 看 到 
Eths > ihr "<> Lh o> Wh 
【参看 图 17). 


M T=) 
WwW=F 7S} 
一 一 
图 317 


根据 Sard 定理 , 几乎 所 有 的 4e4 都 是 C= 喘 射 ( 可 让) : W 
一 4 的 正则 值 . 因而 几乎 所 有 的 4eA4 都 使 得 
Fh s. 口 
5.7 定理 ( 含 参 数 的 横 截 性 定理 , 带 边 情 形 ) 设 小 好 和 六 是 
C” 流 形 , 苯 中 只 有 对 是 蒂 边 的 . 及 设 S 是 NN 的 CC“ 正则 子 流 
形 ,F: AXM 一 N 是 C™ 映 射 ， 如 录 
rmdhs, armhs, 
那么 对 几乎 所 有 的 XeA, 由 式 互 (9)=F(4, 让 所 定义 的 映射 :RM 
一 入 都 使 得 
Fmh 5s, adr, s. 
证 明 我 们 注意 到 这 样 的 事实 : 
HAx M)=AxXOM. 
因为 MAaM 和 6M 都 是 元 边 流 形 , 所 以 可 对 F|(4x({M\9MY) 和 
OF 二 FUCAxXoM) 引用 定理 5.6 的 结论 , 从 而 完成 本 定理 的 证 
明 , 口 
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下 面 讨论 关于 带 边 流 形 的 “ 横 鹤 避 近 定理 ”和 “ 横 截 扩张 定 
二”. 为 了 避 开 茶 些 细微 末节 尽快 接触 问题 的 实质 ,不 妨 假 设 M 
是 紧 致 的 带 边 流 形 (本 讲义 以 后 各 章 只 涉及 到 这 和 情形] . 这 里 所 作 
的 证 时 经 过 少许 修改 邮 可 适用 于 更 一 般 的 情形 【 岂 后 面 的 注 记 5.19). 

5.8 定理 ( 横 截 逼近 定理 , 带 边 情形 ) 设 旭 是 紧 致 C” 带 边 
流 形 ,NN 是 C” 无 边 流 形 ,S$ 是 NN 的 CC 正则 和子 流 形 ,， fC (MA)， 
财 容 在 任 攻 接近 ff 的 gesC” (LM, 入 ) ,满足 条 件 

{1) gh s, agh 5, 

(2) g~f. 

证 明 ”我 们 可 以 将 入 看 成 民 的 正则 子 流 形 (&=2dimN+1)， 
设 旭 是 NN 在 屠 中 的 管状 领域 ,p ; 0 一 N 是 相应 的 收缩 映射 . 
对 于 紧 致 集 COM)SN, 可 以 确定 一 个 正 实数 ,使 得 

dq, 7 (MD < gEn. 
设 4 是 Re 中 的 开 单 位 球 , 即 4 二 {AXeR*| 4 <1}. 我 们 定义 这 样 
一 个 C“ 映 射 


Gi:AxM—N 
(4, PD FP pF OD + EAY. 
容易 验证 局 是 一 个 淹没 映射 ,因而 
Gh s. 
根据 定理 5.7, 对 几乎 所 有 的 teAh, 由 式 6G,( 有 j=G(4, 乃 定 义 的 映 
射 G,: MM 一 NN 都 使 得 
{5.4) Gh $s, ach s. 
我 们 可 以 选取 足够 小 的 4e4, 使 得 (5.4) 成 立 ,并且 使 得 g=G,: 
闻 一 六 充分 接近 于 了 对 这 取 定 的 4 显然 
H(i, p=pCf WF — DA) 
定义 了 一 个 从 g 到 了 的 同 伦 ， 口 
5.9 定理 {( 横 截 扩 张 定理 , 带 边 情形 ) 设 MM 是 紧 致 的 C* 带 
按 流 形 ,天 是 好 的 紧 致 子 集 , 六 是 C” 无边 流 形 ,8 是 太 的 =” 正 
则 子 流 形 , Asc” CM, N) . 若 J 在 玉 上 与 8 横 窟 ,9 在 KaM 上 
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与 S$ 横 截 , 则 在 在 可 任意 接近 了 的 geC= CUM, N) ,使 得 
(0) glK=f IK, 
(1) gh 5, dg sh 5, 
(2) g~f. 
证 明 取 训 的 并 集 U=KK 使 得 ff 全 UU 上 与 S$ 模 截 , Bf 在 
na 上 与 S$S 模 截 . 取 闭 包 为 紧 致 集 的 开 集 FV', 使 得 
UoVoVoK. 
然后 取 7EC” (M, 民 ) ,适合 条 件 ; 
OppEl, vpeM, 
[re vpek, 
可 四 = 1, vpeM\ TV. 
我 们 定 愉 这 样 一 个 CY 映射 
G:AxM— NN, 
(4, pm pO OD + en(p)d), 
其 中 记号 4 和 jp 的 含义 拘 如 定 埋 5.8 的 证 明 中 所 述 ， 
往 下 ,我 们 可 以 亦 步 亦 趋 地 仿照 定理 5.8 证 明 中 的 做 法 , 完成 
本 定 理 的 证 明 . 口 
5.10 注 记 定理 5.8 和 定理 53 的 陈述 中 要 求 好 是 紧 致 的 . 
但 只 要 对 证 明 的 技术 细节 作 一 点 修改 ,就 可 取消 要 求 M 紧 致 的 限 
制 ， 修 改 中 主要 用 到 这 样 的 事实 (请 读者 自己 予以 证 明 ): 
设 和 N 是 卫 的 C 正 则 子 流 形 , 人 是 和 NN 在 开 中 的 管状 邻 域 (p 
是 相应 的 C~“ 收 缩 映射 ), 则 存在 正 值 C“ 上 映射 6 ; N 一 R, 使 得 对 
任 和 后 geN 都 有 
{yeR'[d(y, q)<a(g) = 0, 
基于 上 述 事实 ,对 于 邮 不 一 定 紧 致 的 情形 , 仍 可 定 蚁 
G :AXM—N, 
(4, PD) > ptf (pt elf (PND). 
于 是 ,无 须 假定 M 紧 致 , 仍 可 证 时 定理 5.8 的 结论 ， 对 定理 59 也 
可 作 类 似 的 修改 . 
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附录 YY Sard 定理 的 证 明 


Y.1 引 理 ”如果 闭 区 间 J=[a, 站 被 一 族长 度 都 不 超过 5 的 开 
区 间 {7} 所 覆盖 ,那么 存在 { 几 中 有 限 个 开 区 疗 J …, ,使 得 


k kk 
TU SIS201+5). 
i=! i= 


证 明 首先 ,不 妨 设 { 及 由 有 限 个 开 区 加 组 成 . 其 次 ,有 公共 
点 的 三 个 开 区 间 当 中 , 必 有 其 中 两 个 区 间 材 盖 了 第 三 个 区 向 (有 最 
小 左 端 点 的 区 问 和 有 最 大 右 端 点 的 区 间 必 定 检 芋 第 三 个 区 间 }). 
我 们 可 以 从 {了 中 删除 多余 的 开 区 间 , 舍得 任意 一 点 YEJ 至 多 属于 
{ 刀 中 的 两 个 开 区 癌 , 并 且 了 的 端点 a 和 bb 各自 只 属于 {用 中 的 一 
个 开 区 间 ， 

删除 了 多 佘 的 开 区 交 之 后 , 剩 下 的 有 跟 个 开 区 间 六 …, 九 必 
定 满足 要 求 


k k 
I UE, Zs2N+6). OD 
i=l i=| 
7.2 引 理 设 下 是 R" 中 的 紧 到 ? 集 . 如 果 集 全 
K,=KN({t} x R™') 
包含 在 { 秆 xx 到 ”的 开 集 { 生 xx 王 ,之 中 ,那么 存在 实数 m0, 使 得 
KN ~a, t+ xX RT I)CG—a, tt a) x Wi. 
(参看 图 18. ) 
证 明 ”连续 函数 
f= Ce 0) = 1+| 
在 紧 致 集 到 (及 x WW) 上 恒 取 正 值 , 因而 有 正 的 下 界 x 对 这 有 
KfNG— a, ta) RN) Go, t+to) x WW. 口 
Y.3 定理 (Fubini 定理 的 特殊 情形 ) 设 ScR* 是 至 多 可 数 个 
紧 致 集 的 并 集 。 如 果 对 任意 的 te 民 , 截 集 
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~ 


图 18 


S=SN(tx RT') 
都 是 tx RFR"! 中 的 堆 测 集 ,那么 5 也 是 RR? 中 的 零 测 集 . 
证 明 ”上 愉 须 对 5= 扩 是 紧 致 集 的 情形 作出 证 明 . 设 肛 的 闭 区 
间 了 使 得 
KCIxR". 
对 任意 的 te 截 集 K,=KNGXR"n) 是 1xXR"”' 中 的 等 测 集 . 因而 
对 任意 的 :>0, 存在 RT! 中 的 有 限 个 开 方 体 之 并 集 印 ,, 使 得 
KctxW,, |Wl<s,. 
根据 引 理 Y.2, 存在 开 区 间 上 一作 一 wo {十 a) (owsE(0, 1)), 使 得 
KN XR ET x Wh. 
根据 引 理 站 .1, 从 {he 之 中 可 选择 有 限 个 ,使 得 


[4 [9 
Ic Uy 2 1201+ 2 


于 是 
[9 让 
K=KNUX RY) EU ENG, XR YSU x Ww), 


i - 此 上 
EO AL OA 


1i8 


Y4 引 理 设 六 中 和 六 是 微分 流 形 ,六 了 一 六 是 可 徽 映 
射 ,及 : 严 一 反 是 微分 同 肘 , 并 设 g= 六 1, 则 有 

(1) xEC( 门 < he CY), 

G] CCD=9CC(g) 

证 明 留 作 练习 . 口 

Y.5 定理 (Sard 定理 ) 设 放 和 NN 是 C” 流 形 ,f : M 一 NN 
是 C™ 映 射 , 则 了 (CO 是 NN 中 的 零 测 集 . 因而 几乎 所 有 的 geN 
都 是 /的 正则 值 . 

证 明 设 dmM=m, dmN=n， 对 于 m<n 的 情形 ,我 们 知道 
f(D 是 N 中 的 零 测 集 ,其 子 集 了 (CO) 当然 也 是 N 中 的 符 测 集 . 
下 面 对 证 的 维 数 m 作 归纳 ,以 完成 定理 的 证 明 ， 因 为 任何 (满足 
第 二 可 数 公理 的 ) 流 形 都 可 以 表示 成 可 数 个 局 部 坐标 域 的 并 集 , 所 
以 不 妨 设 于 = 了 是 R" 中 的 开 集 , N=R" 

记 C=C(UA)， 并 以 C 表 示 避 中 使 得 了 的 不 超过 阶 的 所 有 全 
导数 都 取 0 值 的 那些 点 x 的 集合 . 显然 有 
C1) CI0TGT. SIG, 

(2 ffO=fOO UCN JY fC NANCY FC,). 
我 们 将 证 明 : 

{I) PFCYCD 是 零 测 集 : 

(I) f(CG-N\O) 是 零 测 集 , j==2, 3, …; 

( 班 ) 存在 自然 数 上 ,使 得 了 (GY 是 零 测 集 ， 

《了 ) 的 证 明 设 a 是 CGC 中 的 任意 一 点 ,不妨 设 


Nh 


考察 这 样 一 个 映射 

下 :xp Fe 
因为 Dhte) 的 条 为 m 所 以 存在 本 中 a 点 的 开 邻 域 了 上 和 Po 起 的 
开 邻 域 的 , 使 得 出 了 是 从 了 到 太 = 生 内 的 光滑 微分 同上 是 ， 我 们 定 
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g=f*:h :WwW— R. 
因为 C\C 可 以 用 可 数 个 这 样 的 覆盖 ,所 以 只 须 证 明 
TUCOC\CINMD= gH(C\CD ND) 
是 零 测 集 . 


(Do (A), OND 


gs 上 32] 一 (2 {2), 本 gl)). 


gli, 6)={, gt, 6), Ys gn 2), 
其 中 4=(z。…, zm) 如 里 用 g! 表示 这 样 一 个 从 W(txR"0) 到 


(0)= (066) tb) 


Dgtt, 人 一 


I 0 
* : Dg'(C) J. 
从 g 和 种 Dg 的 表 示 式 可 以 略 出 ,对 于 EE= 有 CVCWNV)E TW 应 有 
(gl(EN= (EI)CtY gC ). 
依据 昭 纳 假设 .gfCG 本 是 ?中 的 零 测 集 ,因而 (g( 妈 是 1xR" 7 
中 的 零 测 集 . 于 是 ,根据 引 理 和 3 可 以 断定 g( 到 是 Rr" 中 的 零 测 
集 . 即 .JCYCD 让 是 天 中 的 等 测 集 . 这 证 明了 ( 工 ) . 


11%8 


(I 了 I) 的 证 明 对 于 ge Om\G,, 不妨 设 
[i 


dx we, .. dx (a) 0, 

若 记 
_ 0 

n(X) = axi… px (7x), 
则 有 有 
1 0 
[7.3) 到 | (0) #0, 
(Y.4) nO)=0, YXxEC_MNC. 


hh Lx, Kn) mr OM), 2 Ki). 
出 信和 ) 可 知 , 存 在 RR? 中 4 点 的 开 邻 城下 和 ja) 点 的 开 邻 域 爷 , 使 
得 上 IF 基 从 下 到 全 = 下 站 的 Ce 同 是 . 仍 记 8= 六 。P 和 来 考 
察 从 WNOxR”D) 到 Rr 的 跨 身 
gt)=g00, £). 
按照 归纳 假设 ,gc )} 是 多 中 的 零 测 集 ， 由 人 4) 可 知 
huAC NCINTIC WNOx R™), 
OCMNODNT)=gh UC MIND ENC YY. 
因 击 AUC AGO 四 是 到 中 的 零 测 集 - 这 证 明了 (了 TT). 


(ZI) 的 证 明 将 证 明 : > -六 一 1 时 , (Gi) 是 R" 中 的 零 测 


集 , 为 此 ,只 须 对 任意 的 m 维 闭 方 体 PcU, 证 明了 (PNGC) 是 堆 
测 集 ， 

对 于 xnoEP 六 C 和 任意 的 xsP, 我 们 有 
(Y.5) [Fe)— Fn) bp lx—xoil’+', 
这 里 5 是 一 个 实 常 数 ， 设 口 基 包含 在 了 中 的 边 长 为 5 的 m 维 闭 
方 体 , 满足 条 忻 QNCi 关 台 。 则 由 知 计 式 (Y.5) 可 知 , 避 的 像 集 了 (QO) 
包含 在 这 样 一 个 维 闭 方 体 之 中 ,该 闭 方 体 的 边 长 4 满足 不 等 式 
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A Bot 

闪 中 的 是 与 有关 的 一 个 实 常数 . 于 是 , 对 访 闭 方 体 和 的 体积 有 
估计 式 
(Y.6) . 如 所 BratktDn， 

设 呈 的 边 长 是 4 并 设 革 是 待定 的 充分 大 的 自然 数 . 我 们 把 P 
的 各 条 楼 都 等 分 成 工段 (每 段 的 长 度 为 5=4 开 )， 然后 考察 PP 被 
平行 分 割 成 的 个 小 正方 体 , 设 口 是 这 些小 正方 体 当 中 与 Ci 相 
交 的 任意 一 个 ， 则 像 集 关 中 的 体积 可 雇用 (7. 合 加 以 估计 . 由 此 
得 知 ,了 (PmMG) 包 会 在 不 多 于 LY 个 小 正方 体 的 并 集 之 中 , 这 些小 
正方 体 的 总 体积 不 超过 


rp (SF) BA mL. 
L 


如 果 天 > 元 一 ], 芭 (+])n>m, 那 么 我 们 总 可 以 选取 足够 人 的 上 
使 得 
BACtDnT mt Dn pe. 

至 此 ,我 们 证 明了 论断 (I), (II) 和 (了 H), 从 而 就 完成 了 Sard 
定理 的 证 明 ， 口 

Y6 注 记 在 上 面 证 明 的 第 ( 亚 ) 部 分 中 ,我们 利用 Taylor 展 
式 得 到 估计 (Y.5) ， 表面 上 看 , 似乎 这 一 证 明 对 了 的 要 求 可 以 从 C” 
减弱 到 CC" 内 要 r=k 十 1>mjn, 但 这 种 看 法 十 椒 正 确 的 ， 因 为 综 
观 整 个 证 明 , 我 们 采取 的 是 归纳 证 法 ,而 在 归纳 过 程 中 对 + 的 要 求 
是 会 改变 的 ， 


练习 工 
E.1. 设 好 是 连通 的 光 请 流 形 . 如 果 feC CM, R}(r 宕 1) 适合 
条 件 C(OF)=JM, 那么 f 了 是 常 值 函数 . 
EE.2. 设 M 和 NN 是 C' 流 形 (rY 宇 1，M 带 边 ,N 不 带 边 )，F: 
MM 一 NN 是 C' 映 射 ,3f=f 了 89M， 试 证 : 各 人 @ 门 二 中 [ 门 门 Rd 
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E.3.， 设 衣 是 无 边 C™ 流 形 , 了; M 一 RR 是 C 映射 ,b 蚌 了 / 
的 正则 人 入， 如果 存 在 pEnWd, 使 得 .廊下 > 六 那么 W={peMl7(p 之 bb 
是 C“ 带 边 流 形 ,并 且 8W={peM|f(pD=b}. 

E,4， 试 举 出 反例 说 明 ， 对 于 CC 映射 了 民 一 RR 和 gs, 集 
合 六 可 以 不 是 代 的 子 流 形 ， 

EE.5. 试 举 出 这 样 的 例子 : feC™ (RS R), gef{C(0D, 但 8= 
六 "(四 却 是 民 * 的 正则 子 流 形 . 
“.“ “EE.6， 举 出 这 样 的 例子 : feC™ (RR, 民 ) 并 且 (COD 在 RR 中 

稠密 ， 

FE.7. 设 好 是 紧 致 光滑 流 形 , dimiM4 >0， 是 否 存 在 光滑 映射 
了 :上 一 及 ", 使 得 Ac 站 在 下 中 稠密 ， 

E.8， 试 举 出 这 样 的 例子 : 3 是 肾 ? 的 光 涓 正则 子 流 形 ,六 s 
Cr(R R) 不 与 $ 横 截 ,但 三 AS) 却 是 取 的 一 筷 正 则 子 菠 形 . 

BE.9、 设 Mf 是 全 休 nxn 实数 方 阵 的 集合 , 赋 有 等 同 于 忆 维 
Euclid 空间 的 丘 扑 结构 与 流 形 结构 . 又 设 太 是 全 体 mxnm 对 称 实 
数 方 阵 的 集合 , 赋 有 等 同 于 nfn+1)/?2 维 Euclid 空间 的 拓扑 结构 
与 流 形 结构 . 上 映射; 好 一 入 定义 为 1(4)=A* 44, 其 中 全 是 4 
的 转 置 方 阵 . 

{a) 试 证 x 阶 单位 方 阵 I 是 映射 了 的 正则 值 , 因而 FD 是 对 
的 光滑 的 正则 子 流 形 ， 试 计算 f(D) 的 维 数 . 

《pb) 试 证 7" 是 紧 致 的 ， 

《cj 容易 看 出 : f (7) 是 #4 阶 正 奖 方 阵 的 集合 O(m)， 试 利用 
直面 的 讨论 ,说 明 O(n) 是 一 个 紧 致 李 群 . 

上 .10. fa) 设 VF 和 多 是 RR" 的 线性 子 空间 . 如果 dimV 二 dim =n, 
那么 


Veh VANW= 0). 
tb) 设 上 是 实 线性 空间 ,4 是 了 xf 的 “对 角 线 * 子 空间 , 4 : 
了 一 了 是 线性 喘 射 ,并 设 T{(& 46)l*sP}， 试 证 
矿 直 4< 人 1 不 是 4 的 本 征 值 ， 


E.11.， 设 好 是 5”= 流 形 , FeCc” CM,M) ， 如果 aeiM 使 得 

(Do 一 a， 

Giy 1 不 是 4=(dP) 的 本 征 值 ， 
那么 我 们 就 称 < 为 映射 了 的 Lefshetz 不 动 点 .如果 了 的 所 有 的 不 
动 点 都 是 Lefshetz 不 动 点 ,那么 我 们 就 称 了 为 Lefshetz 映射 . 

设 用 是 紧 致 C” 流 形 ,feEC™ CM, MD 是 Lefshetz 上 映射 . 试 证 : 了 
的 不 动 点 集合 是 有 痕 集 . 
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第 六 章 ”向 量 场 与 流 ，Morse 函数 


§1 向量 场 与 流 


设 MM 是 一 个 C' 流 形 人 7 宕 1). 切 从 TM 的 任何 一 个 C* 截面 
(SSr 一 1) 被 称 为 “个 C 向 量 场 ， 换言之 ， 太 的 C* 向 量 场 症 
是 这 样 一 个 C* 映射 

TT: M— TM™, 
它 使 得 
TETM, WpeM. 
设 dimM=m， 对 于 1M 的 任意 一 个 局 部 些 标 图 卡 (U, ww) ,向 量 场 
下 区 可 以 表示 为 


RC EC - 放 -，Yxee(b)， 


于 基 , 二 局 部 表示 成 pg(U) 上 的 向 量 声 
Sx) = (6%), 7, Cm(X)). 
.在 本 书 中 ,我 们 所 涉及 的 主要 是 《> 向 量 场 . 
在 第 一 章 里 ,我 们 把 流 形 上 某 点 的 切 向 量 定义 为 “在 读 i 
的 曲线 的 等 价 类 *. 设 MM 是 一 个 mm 维 的 C” 流 形 ， 了 是 任意 一 
实数 区 间 、 考 察 C” 映射 
rr M. 
这 样 一 个 映射 y 常 被 称 为 M 上 的 一 条 C”= 明 线 ( 或 光滑 曲线 ).， 曲 
线 ? 在 它 所 经 过 的 每 一 点 ?fo 决定 了 工 0 MM 中 前 一 个 切 向 量 ,我 
们 约定 把 这 切 向 量 记 为 y(to)， 更 确切 地 说 ，j(t0) 就 是 由 曲线 
dO)= y(tott) 
在 1=0 处 所 决定 的 切 向 量 . 如果 选 定 MM 在 y(44) 点 邻近 的 一 个 局 
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部 坐标 图 卡 (D, 9) ,那么 切 向 量 ?fo 可 以 表示 为 
;9 全 oo 是， 
其 中 xi(f) 是 x(f)= me y(t) 的 第 ?个 分 量 (i= 1 …, mm): 
X= pe 0) = (0D, xn le) 
1.1 定义 设 好 是 一 个 由 维 C2 流 形 ， 生 是 M 上 的 一 个 袜 ” 
向 量 场 ,而 y ; J 一 邮 是 一 条 曲线， 如 果 
(1.1) y= TD, Ye， 
那么 我 们 就 说 y 是 向 其 场 丁 的 一 条 积分 曲线 ， : 
在 定义 1.1 的 假定 条 件 下 , 设 {U, gg) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 图 
卡 , 并 设 YC)SU， 我 们 记 . 
XE =X, ,A= Py). 
在 这 样 的 约定 下 、* 和 厂 分 别 表 示 成 


+ Ce dxi 9 一 + 二 5 _ -9 
-2 aD Be T(p ‘CeY) Zi) Be 
于 是 (1.1) 趟 可 以 表示 成 


6), i bm 


(1.2) ED ete)), 


其 中 {x)= (61(X), ,Ee)). 

我 们 看 到 ,通过 局 部 坐标 表示 , (1 局 部 地 化 成 了 常 微 分 方 
程 组 (1.2). 

1.2 引 理 设计 是 一 个 mn 维 C™“ 流 形 ,六 是 硬 上 的 一 个 C” 
向 量 场 ， 考察 这 样 一 个 Cauchy 问题 
(1.3) Po 

y(0)=p. 

可 以 断定 ,对 任意 的 poe MM, 存 在 po 点 的 开 分 域 VT 和正 实数 8， 


124 


使 得 

fi) 对 于 ps 和 一 [--e 避 Cauchy 问题 上 3) 的 解 y(t, p) 
在 te 范围 内 存在 而 且 唯 一 ， 

Gil yG,P) 定 久 了 一 个 从 了 Xx 到 阴 的 花 滑 上 映射， 

(iiiy yx WICL. 

证 明 选取 po 点 邻近 的 局 部 符 标 图 卡 (D, gp) ,使 得 

PE)=0, pVU)= B,, 
并 记 
K-B, V=o (8B), W= 9 "(BI). 

于 是 , (1.3) 局 部 表示 成 


dx _ 
(1.4) | “C0), 


x(0)= a. 
常 微分 方程 理论 的 有 关 定 理 保 证 了 Cauchy 问题 (1.4) 的 解 的 局 部 
逢 在 唯一 性 . 这 里 只 须 说 明 : 对 于 基 个 实数 ge>0 和 所 有 的 me, 
问题 (1.4) 的 解 至 少 在 tel 一 s,sl] 的 范围 内 存在 . 为 此 .我们 记 


p= sup flzcx)l, Dae. 
然后 考察 与 (1.4) 等 价 的 积分 方程 组 
{1.5) (Wat | sx)ar 
设 算 子 4 是 这 和 样 定义 的 : 

{Ax} (1)=4 | cxctz))dr. 
寻 果 J 是 包含 0 的 闭 区 间 ，aeB,, 并 且 


xX{t), PIOER, YE 
那么 对 于 te 了 显然 有 
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IAx)D — ail sb1tl, 
lAx OD — CAyYE) <blilsup qx{r)— ytr)l. 


我 们 取 get0,1j5), 并 记 [一 es. 然后 从 x 但 (j=a 开始 , 定 闵 
选 代 序列 
(1.6) X= CA ,ted, n=1,2,., 
利用 上 面 得 到 的 估计 式 ,很 容易 证 明 序 列 人 1.6) 是 一 致 收 化 的 . 该 
序列 的 炎 限 画 数 是 (1.5) 在 FE 范围 内 的 解 . 至 此 ,我 们 已 经 证 明 
了 : 对 于 ae B;, 问题 (1.4) 的 解 至 少 在 tef 一 s, 引 的 范 国内 存在 . 

根据 常 微分 方程 的 有 关 定 理 ,问题 (1.4) 的 解 xff,a)] 是 唯一 的 ， 
并 且 x(f,a) 定义 了 一 个 从 JX8B, 到 RR" 中 的 光滑 映射 ,还 容易 

x(IXB)EB, x(xB.Y)SB,. 

返回 到 流 形 M, 我 们 已 完成 了 引 理 的 证 时 . 口 

1.3 引 理 条 件 和 记号 的 约定 惨 同 引 理 1.2， 可 果 ps 全 并 且 

ls| +|t| <e, 
那么 就 有 
YE, p(s P= ET 5,p), 

因而 有 yt, Ys, Pp)= Ys, Y(t, p)). 

证 明 我 们 记 5(7)=y(lt+s,p)， 容易 看 出 ,这 样 定 义 的 5 使 得 

和 Ore 
d(0)= y(ts,p). 

因为 ps W, 所 以 yf{s,p)sF， 根 据 引 理 1.2 中 的 唯一 性 论断 ,应 
该 有 


S07) = y(t, (8, 7)). 
这 就 是 y(t s,p)=y(t, ys,pD). OO 吕 
1.4 定名 设 厂 是 他 上 的 向 量 场 . 我 们 把 集合 
suppT={xEM|T(x) AO} 
叫做 三 的 支 集 . 车 supp 厂 是 紧 致 的 , 则 称 丁 为 紧 支 启 基 场 ， 
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1.5 定理 设 村 十 光 沸 流 形 , 厂 是 M 上 的 紧 支 光 背 向 量 上 声 ， 

则 在 在 光滑 虹 射 
7 RxM-— MM 

使 得 y(t,p) 是 以 下 Cauchy 问题 的 唯一 解 : 
(1.7) 和 

y(0,p)=p. 
(这样 的 ?被 称 为 : 由 向 量 场 瑟 生成 的 流 ) 还 可 断定 

yt,P)=p, WheEM\suppT. 

并 有 旦 ,如 果 记 yp) 一 y(t,p), 那么 

YM—M (teR) 
是 邮 的 一 个 单 和 参数 变换 群 . 这 就 是 说 , 旋 滑 上 蜡 射 y 所 产生 的 映射 
族 {y 上 en 能 够 满足 以 下 两 个 条 件 ; 

(0) 为 = 这 CM 的 屋 同 变换 ); 

(1) 入 = p= ers; Wit, seR. 

证 明 记 占 =supp 厂 ， 对 每 一 点 poE 五 . 都 有 满足 引 理 1.2 要 
求 的 开 邻 域 所 ， 玫 和正 实数 stpo)， 因 为 互 是 紧 致 集 , 所 以 存在 
有 限 个 点 pj,…,pn; 使 得 卫 ,U 开 ,= 互 . 我 们 记 

ae=min{e(p)li=1,…,N}, J=[—:,£]: 
根据 引 理 1.2, 存在 光 请 映射 
yO TX -~ M, 
使 得 对 于 pseV, 问题 (1.7) 在 teJ 范围 内 的 唯一 解 是 7 中 (4,p) 
并 且 


OX WIEV,,. 
根据 该 引 理 的 唯一 性 论断 ,我 们 看 到 
(i) 如 果 屿 在 防 关 六 ,那么 对 于 pE 记 站 有 和 5 有 
YO PD) = 0, p); 
fi 如 果 到 站 CA 于) 夭 马 ,那么 对 于 PE 风门 Gd 和 teJ 


有 


FE p) 一 卫 ” 
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于 是 ,在 邮 土 可 以 无 虐 尺 地 定义 这 样 一 个 映射 
{1) 

(1.8) GD tp) Vn, 
容易 看 出 ,由 (1.8) 定 久 的 y: JxXM 一 M 是 一 个 光 请 映射 ,该 映 
射 具 有 这 样 的 性 质 : 如 虹 |t+|s|<8, 那么 
(1.9) YE,y(s, PD) = Y(t + s,p). 
分 别 考察 ps 印 , 和 pe MM\H 的 情形 ,可 以 很 容易 地 验证 上 述 性 质 . 
如 其 记 和 yp) 二 Yi,p), 那么 (1.9) 式 可 以 写成 
(1.10) Pes= ps (t+|s| =<). 
以 {I.10) 式 为 起 始点 ,用 归纳 法 可 以 证 明 ， 如 上 果 | 十 |t5| 十 … 十 ti 
<8, 那么 就 有 
(1.11) Po ho PP 
直面, 我 们 将 利用 这 一 重要 性 质 ,设法 将 ”: JXxMM 的 定义 范围 扩 
展 到 RxM. 


对 于 任意 的 上 了 ,了 到 neN, 使 得 
{1].12) [tin| < E. 
(1.13) FED Yn Yon Yonalp) 


《等 号 右 端 是 wm 的 n 重复 从 )， 请 注意 , 这样 的 定义 不 依赖 于 
nEN 的 具体 选择 (上 只 要 条 件 (1.12) 得 以 满足 }， 事实 上 ,假若 
n'eN 也 使 得 |t/n'|<s, 那 么 就 有 
ae Vane eo Vim = Pog Pimy > Puc) 
ign Yom em 

上 式 中 的 三 个 复合 映射 的 复合 重 数 依 次 为 n,nn' 和 n'. 

容易 看 出 ,由 {1.13) 定 义 的 y: 民 x 4 一 JM 是 光滑 映射 ,并 是 
六 (二 Y(t,P) 具 有 和 良好 的 性 质 : 

(0) yo=id, 

(1) po = Vt,sER. 
利用 关系 式 y(t 二 t6,p) 二 y(t,y(to,p 办 ,我 们 得 到 
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jeoD= Et piee= T (ytop)). 


另外 ,根据 引 埋 1.2, 很 容易 验证 ， y(t, p) 是 问题 (1.7) 的 唯一 
解 ， 口 
1.6 注 记 设 》;: M-=- 邮 定 六 为 : 
y=Yy(t, )， 
则 容易 看 出 ,每 个 交 都 具有 光滑 的 逆 有 映射 ) ， 因而: M 一 好 是 
光 汪 同 胚 . 这 是 一 种 构造 微分 同 胚 的 非常 有 效 的 办 法 . 


82 流 形 的 义 齐 性 


同 以 前 一 样 ,我 们 约定 记 B,= {xeR"|ix| <r}， 
2.1 引 理 对 任意 的 p,qe8B, 存在 光滑 映射 
7: RxR"—» R" 
适合 以 下 这 些 条 件 : 
Gy7f = R 一 R" 是 光滑 映射 ,并 且 加 = 这 ; 
(2) FX)= xX, VXER™B,; 
(3) pp)= 4. 
证 明 了 光滑 范 数 ; R™ 一 及, 满足 如 下 条 件 : 
(i) 有 过 ?5 eI, VxeR”, 
(1) w(x)=1, VxeB,, 
(ai) suppn Ba. 
我 们 定义 R" 上 的 紧 支 向 基 场 
T (x)= (xg —p), 
然后 求解 Cauchy 问题 


和 
(2.1) dar i, 
y(0)= a. 


这 等 价 于 求解 
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(2.2) Y(t, 4)=a+ | ?CoJN9 一 站 dr. 
我 们 已经 知道 人 2.1) {或 人 2.2)) 的 解 是 存在 并 且 唑 一 的 ,现在 的 问题 
是 : 需要 对 aeB) 和 teJ=[ 一 1,1] 求 出 解 的 具体 表示 式 . 为 此 ， 
先 利 用 (2.2) 作 如 下 的 估计 : 

lytt, a) salltltl: Na~—pll<3. 
由 此 可 知 , 对 于 aeBl 和 teJ=[ 一 1,1] 有 


Y(t, 4)= a+| (q—p}dr. 
0 


也 就 是 
(2.3) ya)=at+i(q~p), waeB, teJ=[—1,11. 
设 ?: 及 关 和 昌 "~ 到 ”是 由 如 上 定 尽 的 向 量 场 卫 所 次 定 的 光滑 流 . 
我 们 指出 : ? 满足 引 理 的 全 部 要求 ， 显 然 {1) 和 从) 是 成 并 的 ,只 有 
(3) 尚 须 验证 . 肖 忆 .3) 式 可 得 
=x+ (4 ~—p), VxeBi. 

因而 yp)=g. 口 

下 面 的 定理 揭示 了 连通 流 形 的 句 齐 性 质 . 

2.2 定理 设 好 是 光滑 流 形 ，Mu 是 邮 的 任意 一 个 连通 开 集 ， 
PP 和 9 是 nz 中 的 任意 两 点 . 则 存在 同 伦 于 id 的 光 浓 同 且 h: 于 
一 MM, 使 得 

(i) hp)= 4; 

GD h(x)— x, VxeM\M,. 

特别 地 ,如 时 邮 自 身 是 连通 的 ,那么 对 于 邮 的 任意 两 点 p 和 了， 
存在 同 伦 于 id 的 光滑 同 胜 上 中: 财 一 邮 , 使 得 

六 (站 二 9 

证 朋 对 于 az 的 任意 两 点 4 和 B, 如 果 存 在 同 伦 于 记 的 光 

证 同 且 《= 各， M 一 MM, 使 得 
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(1) k(ta)=b, 

(2) k(x)=%, VxE M\M,, 
那么 我 们 就 约定 记 

他 一 看. 

和 容易 看 到 ,这 样 定义 的 “~” 是 M6 的 点 之 间 的 一 种 等 价 美 系 (练习 
下 .3) ,两 而 Mi 是 互 不 相交 的 等 价 类 的 并 集 ,， 根据 引 理 2.1 可 以 淹 
定 :由 关系 “一 "所 雇 定 的 人 千 一 个 等 价 类 都 是 一 个 开 焦 ， 因 为 Mi 是 连 
通 集 ,所 以 只 能 有 单独 一 个 等 价 类 . 因而 Mo 的 任意 两 个 点 p 和 #4 
相互 等 价 , 即 p 一 g. 图 

2.3 推论 设 是 连通 的 光 清 流 形 ,其 维 数 dimM= m 宕 2， 
则 对 于 任意 的 pi， ,pesM 和 Pp, gEM\ ip ,Pn}, 存在 同 伦 于 id 
的 光滑 同 胚 4; M 一 > M, 使 得 

hp)= a; 上 (pp 站 一品， i=1,"…,n. 

和 证明 容易 看 出 :MM=M'\ fp mp 是 好 中 的 连通 开 
集 ， 口 

2.4 定理 设 闻 是 连通 的 光 浴 流 形 , 其 维 数 dimM=m>2. 
则 对 于 对 中 互 不 相同 的 点 p1,…, ps 和 g1,…, 4 存在 同 伦 于 记 的 
光滑 同 胚 有 ; M 一 = M, 使 得 

hp) = 4 1 一 下 上， 

证 明 根据 推论 2.3, 对 每 一 个 if, …, 叶 ,存在 同 伦 于 讨 的 
光滑 同 胚 上: M 一 M, 使 得 

(1) Rp) = gi; 

2) hg) = gg, Viei; 

{3) Hpe) = p,, Vk>i. 
我 们 定义 


h=h,e ho eh,. 
答 易 验证 ， 这 样 的 上 满足 定理 的 要 求 . 口 
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§3 Morse 晴 数 


设 民 是 一 个 沦 消 流 形 ， 卫 : MM 一 民 是 一 个 光滑 映射 ，pEM. 
如 果 rank, f=0<1, 
那么 p 就 是 了 的 临界 点 . 用 局 部 坐标 来 表示 ，p 为 了 的 临界 点 的 
充分 必要 条 件 是 ， 对 于 p 点 邻近 的 任意 一 个 局 部 坐标 图 卡 (U, 9p)， 
在 sa=e(p) 点 ,函数 产 广 -9 的 所 有 的 一 - 阶 偏 导数 都 筹 于 0, 即 


3.1 定义 设 季 是 一 个 沧 清 流 形 ，FEC CM,R). 如 典 p 是 .f 
的 临界 点 ,并 且 了 的 局 部 表示 /= 六 p 在 aa 一 ppp) 点 的 二 蚤 偏 导 
数 方 阵 ( 通 常 称 之 为 Hesse 方 阵 ) 非 退化 , 即 


(3.1) det ( -Bré7 (ol) ) #0, 


那么 我 们 就 称 p 为 了 的 非 退 化 临界 点 ，( 作 为 练习 ,请 读者 验证 这 
样 一 个 事实 ;上面 定义 中 的 条 件 (3.1) 不 依赖 于 局 部 坐标 的 具体 
选择 .) 

3.2 定义 设 认 是 一 个 C” 流 形 ，feC” (CM, 民 } ， 如果 了 的 
所 有 的 临界 点 都 是 非 退 化 的 ,那么 我 们 就 称 了 为 Morse 函数 ， 

下 面 将 用 我 们 已 经 很 熟悉 的 方法 去 证 时 : Morse 函数 是 “ 相 

3.3 引 理 设 台 是 及 "中 的 开 集 ，FEC” (DR)， 天 是 包含 
于 U 中 的 紧 致 集 , 如 果 了 在 天 上 没有 退化 的 临界 点 ,那么 在 C? 
意义 下 与 充分 接近 的 geC”™ (及 ) 也 其 有 同样 的 性 质 . 9 在 天 
上 设 有 退化 的 临界 点 . 

证 明 考察 表示 式 
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AG, = (+(e A oj) 


显然 了 在 把 上 没有 退化 临界 点 的 充分 必要 条 件 是 
{3.2) A{f,x)>0, WwxeK. 
如 霖 (3.2}) 成 立 ,那么 内 要 gg 在 Ci 意义 下 与 了 充分 接近 ， 也 就 有 
Alg,x)>0, WxEK. 
因而 g 在 天上 也 没有 退化 临界 点 ， 口 
3.4 引 理 设 U 是 RRR" 中 的 开 集 ，feC™ IC, 根 ) ， 则 存在 长 
度 可 任意 小 的 向 量 heR", 使 得 本 数 
{x)= Fx) bx 
在 U 上 没有 退化 临界 点 . 
证 明 设 FeC™(U,R”) 是 这 样 定义 的 : 


Fo=Dpfon-( B00 RE) 


根据 Sard 定理 ,对 于 任意 的 :>0, 看 在 映射 下 的 正则 仿 be 入, 使 
得 1 下 <z， 我们 记 
9g(%)= (x) bx, 
显然 有 Dal(x)=Df(x)—b= F(x)—b, 
Dig(x)=DF(x). 
因为 了 不 是 下 的 临界 值 ,所 以 任何 
ae{xeR"IDg(x)= F(x)—b=0} 


都 使 得 
2 
(ODem Dr 
非 退 化 ， 口 
3.5 引 理 设 人 是 一 个 C~ 流 形 ，feC”(M_R), 号 是 对 


中 的 紧 致 集 ，J 在 五 上 没有 退化 临界 点 ，6 是 任意 给 定 的 正 实数 . 
又 设 (0, gg) 是 同 的 局 部 坐标 图 卡 ，V 和 和 低 是 也 洛 在 如 之 中 的 开 
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集 , 并 且 
pO)=Bs, PF)=B;, pW)= BI. 
则 存在 geC” (NM ,R) ,满足 这 样 的 笨 件 : 
(i) glp}=f(p), vpEMN\Y,; 
fii) g 在 上 UT 上 没有 退化 临界 点 ; 
Qi) lgtp)— flp)l<6, WpEM. 
证 明 取 wseC” CW,R), 满 足 条 件 
7p)=1, vpeW, 
O<np<1l, vpeV\W, 
n{p)=0, YpeM\V. 
记 产 1- wp-!'， 根据 引 理 3.4, 存在 长 度 可 任意 小 的 beR", 使 得 
F(x)—b: x 
在 @(U)=B; 上 没有 退化 临界 点 . 我 们 定义 
g(p)=f(p) -pAb * pp)). 
容易 看 出 ,在 IW 二 函 数 g 没 有 退化 的 临界 点 , 另外 ,如 此 取 上 充 
分 小 ,可 使 g 在 U 上 与 1 按 C! 意 义 充分 接近 ,因而 可 使 g 在 V 八 二 
上 没有 退化 临界 点 . 在 了 以 外 的 地 方 ,显然 有 9(p)= Ap)， 因 而 ， 
只 要 了 取得 足够 小 ,所 定义 的 9 就 满足 引 理 的 全 部 要 求 , 口 
3.6 定理 设计 是 一 个 C” 流 形 ，fe C™ UM,R)， 则 对 任意 
给 定 的 正 什 函数 seC"(M,R), 存在 Morse 水 数 geC™ (M, RR)， 
使 得 


Ig) — fip)|<etp), vpeM. 
证 明 ”选取 可 数 个 局 部 华 标 图 卡 (Ui, @) 利 开 集 
VV, WU, i=1,2,., 

满足 条 件 : 

(1) 多 =({ 2 是 局 部 有 限 族 ; 

(2) pAUD)=B, pV)=B,, pAW)=B; 

(3) 2 二 {WV} 覆盖 了 MM. 
因为 FY, 是 M 中 的 紧 致 集 , 所 以 
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6=inf{e(p)lpeV,}>0, i=1,2,, 
约定 记 : 
6= min{ el Vn TW}, i= 1,2,.. 
我 们 归纳 构造 一 列 函 数 feEC” OM, 民 ). 首先 置 下 = 了 并 记 昌 = 
胡 , 热 后 依次 定义 五 ,无 ,…, 满足 这 样 一 些 条 件 : 
(Ti) fp)=f 1p), vpeM\ TT; 
(IT) 西数 所 在 | 
H=H UW= TW, 


之 上 没有 退化 临界 点 ; 
(ED LA 四 一 三 1<5725 VpeM. 

在 此 基础 上 ,定义 
gp)=lim flp). 


容易 验证 ，gEC™ (0M 及 ) 是 Morse 函数 ,并 且 
lgtp)— flp)| <elp), VpeM. 口 
Morse 尔 数 在 许多 数学 分 支 中 有 重要 的 应 用 . 限于 篇 幅 , 不 
能 在 这 里 逐一 介绍 . 感 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [Gr], [Ka] 和 [Nj] 


练 习 下 


F.1. 设 栈 是 R* 上 的 向 量 场 . 试 对 以 下 (a) 和 (b) 丙 种 情形 分 
别 求 出 由 友 生成 的 单 参 数 变换 群 y(x,yX( 请 说 明 这 两 个 群 分 别 由 
下 样 的 一 些 变 换 组 成 让 


@) TC)= -y+ 


x oy 
(b} T(x,y)}=x 于 +y 条: 


F2 设 fe 一 恨 是 C“ 甫 数 ， (3) (人 0),… 
] 
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6 是 了 的 梯度 向 量 场 ，} 是 由 向 量 场 厂 生 成 的 单 参数 变 


exe, 
换 群 . 斌 证 ， 如果 szb5 那么 
OAXDEF ND, VxER". 

F.3， 考察 定 霸 2.2 证 明 中 所 定 必 的 次 系 "一 ". 验证 “~ ”是 一 
种 等 价 关 系 . 

F.4. 设 MM 是 连通 和 的 C” 流 形 . 试 证 于 中 芍 任 意 两 点 都 可 以 
用 邮 的 1 维 正则 C= 子 流 形 予 以 联结 

上 .5. 设计 是 紧 致 光滑 流 形 . 试 证 : 存在 M 上 的 Morse 函 
数 斑 它 在 不 同 的 临界 点 处 取 不 同 的 值 . 

FE.6.， 设 M 是 光滑 流 形 . 试 让 MM 的 全 体 Morse 函数 的 集合 
是 CY (CM, 民 ) 中 的 秽 密 开 集 . 

F,7， 设 上 胡 是 Rr 的 正则 光滑 子 流 形 . 试 证 存在 线性 函数 
了 : R 一 RR, 使 得 1M 是 MM 上 的 Morse 函数 ， 

F.8. 设 邮 是 了 "的 正则 光滑 子 流 形 ，FE EC” (CM, RR). 试 证 几 
平 所 有 的 ER" 者 使 得 如 下 定义 的 g 成 为 Morse 函数 ， 

g: MR, 
X F> f(x}Tu" x, 

其 中 xx 表示 向 量 * 与 向 量 x 的 数量 积 . (这 是 一 个 很 有 意思 的 
鱼 果 . 据 此 可 以 作出 练习 下 .7 的 男 一 解 管 .) 

F.9， 设 MM 是 R" 的 正则 光滑 子 流 形 。 试 证 ， 几乎 所 有 的 
zE 取 "都 使 得 由 天 xc) 一 lx 一 zx 定义 的 JeEC” (MR) 成 为 Morse 
函数 . 


136 


第 七 章 ”一 维 流 形 的 分 类 与 Brouwer 
不 动 点 定理 


1 维 流 形 是 最 简单 的 流 形 ,在 $1 中 ,我 们 将 证 明 ; 任何 一 个 
连通 的 1 难 微 分 流 形 ,或 者 微分 同 及 村 圆周 $", 或 者 微分 同 肛 于 实 
数 区 癌 [0, 1], 50. 1), 00, 了 之 一 ,由 此 可 知 ,本 质 上 具有 四 种 不 同 的 
i 维 连 遂 微 分 流 形 ,其 中 紧 致 的 只 有 疝 种 ,利用 1 维 流 形 分 类 的 
重要 结论 ,我 们 将 在 $2 给 出 Brouwer 不 动 点 定理 一 个 简单 的 证 
明 . 


81 一 维 微分 流 形 的 分 类 


一 般 约定 在 本 节 中 ,我 们 假定 时 是 任意 一 个 1 维 微 分 流 
形 . 根据 Whitney 藤 人 定理 ,不 妨 设 M 是 尺 :的 正则 子 流 形 , 因而 
切 上 TM 上 赋 有 由 本 的 Endid 内 积 诱导 的 了 Riemann 度量 . 

入 中 多 于 一 点 的 连通 集合 内 能 是 (a,), [a,b), (a,5] 或 者 [a, 5] 
这 样 的 区 闻 ， 我 们 将 着 重 考察 闪 任 意 一 个 实数 区 间 了 到 好 中 的 癌 
映射 . 

1.1 定义 设 I 是 性 意 一 个 实数 区 间 , wx: MM 是 一 个 口 
映射 . 如 此 «在 中 任意 一 点 邻近 都 是 局 部 微分 同 旺 ,那么 我 们 
就 称 & ;了 ~> 虹 是 虹 的 一 个 参数 人潮 (或 参数 表示 ) ， 如 果 好 的 
佬 数 表示 a : 1 一 ~ M 满足 这 样 的 条 性 : 

TaN=t, Yrer 
那么 我 们 就 说 & 是 M 的 一 个 弧 长 式 参 数 化 (或 弧 长 式 参 数 表 
示 )} 

设 p 是 M 的 任意 一 点 ， 则 pp 点 邻近 适当 的 局 部 坐标 映射 的 

逆 有 映射 就 可 以 看 成 一 个 参数 表示 . 因而 必定 存在 参数 化 x: 1 一 
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MM 使 得 pea(1)， 如 果 换 用 新 的 参数 
st| oc til de, 


那么 BO) = (ts) 
就 定义 了 一 个 踊 长 式 矢 数 表示 . 这 后 一 事实 可 验证 如 下 : 


Bo 一 or 人 于 =oetty lr), lpal=1. 


12 引 理 设 x:7 一 由 和 1: 了 7 一 邮 是 邮 的 两 个 弧 长 
式 参数 化 . 如果 eINnJ 使 得 
ot)=Bio), (ty)=P(t), 
那么 就 有 
af)= BD), wtelfNy. 
于 是 ,在 实数 区 间 兵 =TUJ 上 可 以 定 广 
mx{t), Ytel, 
70 直人 VreJ. 
这 样 定义 的 y :天 -> M 也 是 邮 的 弧 长 式 参 数 表 示 , 并 且 
y= UBD). 
证 明 因为 gx 各 广 都 是 局 部 微分 同 既 ,所 以 在 把 点 邻近 局 部 
可 定义 了 = 有 wx 的 经 过 局 部 参数 变换 ,我 们 得 到 
BUMD=aD), PWD=a 人 
因为 pF DT =x) =1, 
所 以 Ff) 二 土 1， 
注意 到 了 (t= 了 (t=1, 可 以 断定 在 4 邻近 有 
FO=1, f@=t, 
因为 在 i 邻近 了 ='o a 信 实际 上 是 异 辣 映射 ,所 以 在 7 站 7 的 
会 有 手 的 某 一 段子 区 间 上 有 
r= DOD, WD= PD. 
演 察 这 样 一 个 集合 


13% 


E={relfJ aD= PD, 的 = 有 人 
姑 上 面 的 讨论 可 知 . 互 是 了 7 中 的 一 个 开 集 . 还 容易 看 出 ,是 
InJ 中 的 闭 集 ， 因 为 IN 是 连通 集 , 所 以 必 有 EE=7 人 人 J， 于 是 在 
下 = 了 (J 上 可 定义 
;OO= | rel, 


BON, rte. 

我 们 完成 了 引 理 的 证 明 .。 口 

13 引 理 设 x:7 一 内 和 8: JJ 一 时 都 是 弧 长 式 参 数 
化 ， 如果 alDNMACD 了 DW, 那 么 存在 MM 的 弧 长 式 参 数 化 y :KK 一 
AMM, 使 得 

Y= a DD UPD. 

证 明 设 psx 站 NB0D, 并 设 altj)j=PG)=p， 我 们 定义 {表示 

式 中 的 * 士 "号 待 稍 后 选 定 ) 
BO)=B(+ (A) t+. 
这 样 得 到 一 个 弧 长 式 参数 化 了 : 了 一 M, 满 足 打 件 
B (1)=80). 
适当 选择 8B 表示 式 中 的 “ 土 " 号 , 可 使 
PO)=a(), PF =). 
于 是 ,根据 引 理 1.2, 存在 红 长 式 贿 数 化 》: 及 -> M, 使 得 
(加 =xDOU5 (N= UBD. OO 

1.4 引 理 设计 是 过 道 的 1 维 微分 流 形 , 则 存在 弧 长 式 参 数 

表示 rw: 了 -> M, 使 得 
ualf)=M. 

证 明 首先 ,任意 取 定 一 个 愧 长 式 参数 表示 所 ; -~ M., 不 

妨 设 
De BO)=p, PO=é,. 

考察 所 有 的 满足 下 面条 件 {1.1) 的 弧 长 式 参 数 表示 1 ; J 一 MM: 
(1.1) Qey, BO=p, PFO)=6,. 
设 EE 是 M 的 这 样 一 个 子 集合 , 它 由 所 有 满足 下 面条 件 (1.2) 的 点 
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PEM 组 成 : 
(12) 人 
表示 8 : J 一 M, 使 得 pep(D 
容易 证 明 是 M 中 的 一 个 既 开 且 闲 的 集合 于 是 ,依据 计 的 连 
通 性 ,可 以 确定 E=M. 

设 记 :J 一 M (=1, 轨 是 了 其 个 满足 条 件 (4.0 的 弧 长 式 参 数 
表示 , 则 必 有 (和 祖 据 引 理 1.2): 

PIM)=pB ND). 
因此 ,在 所 有 的 满足 条 件 (1.1) 的 绒 长 式 参 数 表 示 的 定义 区 间 的 并 
集 I 上 ,可 以 统一 地 定义 一 个 弧 长 式 矢 数 表 示 x : 1 一 MM, 使 得 
«(1)=E=M. OD 

15 引 理 设 a: 1 一 放 是 一 个 强 长 式 参 数 表 示 ; 并 设 存 在 

fo, teL 所 ,第 得 


Aalto)= ut) = p. 
则 必 有 - (= oh). 
证 明 因为 TM 是 1 维 向 量 空间 ,所 以 


xi 一 土 w(r). 
我 们 指出 不 可 能 有 at)= 一 "tt)， 否 则 , 由 于 
A = ED), = — ate), 
对 gD 和 (一 (一 各 + 站 这 两 个 统 长 式 参 数 表 示 应 用 引 理 1.2 就 得 
到 (vre[s, £1]): 
XD = (+t). 
因而 有 
的 人 


在 莽 后 这 个 式 子 中 取 = 一 ,就 得 到 凶 盾 的 绪 果 
上 提 十 训 YY 而 士 丰 
| 2 , < 2 ) 
根据 以 上 讨论 ,我 们 确认 w(t)=a'(t)， 口 
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1.6 定理 任何 一 个 连通 的 1 维 微分 流 形 M 或 者 微分 同 及 
于 圆周 $', 或 者 微分 向 胀 于 实数 区 和 间 (0, 1),[0, 1) 与 人 0, 1] 这 三 者 之 
由 此 可 和 好, 本质 上 只 有 四 种 术 同 的 1 维 连 通 的 微分 流 形 , 其 中 
紧 致 的 只 有 两 种 :或 者 微分 同 旺 于 圆周 $ , 或 者 微分 同 胚 于 闭 区 间 
[0, 1]. . 
证 明 根据 引 理 1.4， 存 在 邮 的 强 长 式 参 数 化 x; 了 一 MM, 便 
得 of 门 =M， 以 下 分 丙种 情形 讨论 ， 

情形 A a : 1 > JM 是 单 上 映射. 对 这 一 情形 ,w :1 一 好 .是 
单 满 蜡 射 , 并 二 按照 套数 化 的 定义 ,a 还 是 局 部 微分 间 旺 . 于 是 ， 
x: 了 -~ M 实际 上 是 整体 微分 同 且 ,因而 M 微分 同 胚 于 
各, DD, [0, 1) 或 者 中, 1] 这 三 者 之 一 ， 

情形 B a :1 一 M 不 是 单 狗 时， 对 这 情形 ,不 炉 设 0ef 并 
卫 存 在 tel t>0, 使 得 ga0 虽 =x(0)， 我 们 记 

t=inf{tellt>0, alf)= (0). 
因为 x ; I 一 M 是 局 部 微分 同 及 ,所 以 显然 有 Tt>0. 这 样 的 + 显 
然 使 得 x 中 =x(l0)， 我 们 措 出 : xl 上 ,本 是 单 上 映射， 否则 ,存在 
to 0, DD), 三 去 全 使 得 KG = 根据 引 理 1.5, 还 应 有 a(n) 
= 因而 对 tr 一 外 一 疝 ] 应 有 wx 的 =of 十 全 一 囊 ， 特 别 地 有 有 
0)=att -th), Oh -th<r7. 

这 与 + 的 最 小 性 质 相 了 矛盾 . 

据 以 上 讨论 并 根据 引 理 1.5, 我们 获悉 
(1.3) xD)=a (0, x= 0). 
考察 以 下 这 些 弧 长 式 参数 表示 : 

Oat kT teEI+ET, KE ， 


由 (1.3) 厅 放 | . 
区 二 十 本 本 二 os 并 二 可， kt DD=a Et). 
办 而 可 以 定义 这 样 一 个 弧 长 式 秦 数 表示 : 
TDD= a kr te[kr, (k+l1)d], kez. 
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这 样 的 弧 长 式 参 数 化 = 在 及 上 有 定义 ,并 了 gf=&%, 因 而 x(R)=M. 
对 于 telkz, 信 七 1)71, 显然 有 
x(t+D=ut T+) =att— k=). 

因而 以 4+ 为 周期 .出 此 可 知 &{[0, 共 = M4. 

区 下 为 记 恕 简单 起 见 ,不 妨 将 上 一 段 所 定 头 的 WW 仍 写 为 & 即 
候 定 x : 玉 一 对 是 一 个 弧 长 式 参 数 化 , 它 满足 下 列 杂 件 : 

(i) alf0,7) 是 单 蜡 射 ; 

() {0,7D= M; 

Gl) ot+7)=a, VieR. 
对 于 w= 二 2nft, 考察 9 的 参数 化 

P:R--S 
上 PP (coswt, sinot) . 


容易 看 出 : 

(1.4) A) = a) > PO) = Bt,) 

(因为 二 者 都 等 价 于 (6 一 6jfrez )， 因 而 存在 从 放 到 51 的 单 满 
有 里 射 ”: M 一 8 使 得 ?= 有 即使 得 以 下 图 表 可 交换 (图 20): 


因为 a 和 在 民 的 每 一 点 邻近 都 是 局 部 微分 同 有 是 ,所 以 ?也 在 M 
的 每 一 点 邻近 是 肩 部 微分 同 旺 , y: M 一 5 既是 单 满 映射 , 又 
在 每 一 点 邻近 是 局 部 微分 同 肘 , 因 而 是 整体 微分 同 胚 . 口 

作为 定理 1.6 的 推论 , 我 们 得 到 

1.7 定理 设 MM 是 紧 致 的 1 维 微分 流 形 , 则 6M 由 侦 数 个 点 
组 成 . 

证 明 对 的 每 一 个 连通 分 支 是 一 个 闭 集 ,因而 也 是 紧 致 的 . 
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竺 一 个 连通 分 支 都 微分 同 凸 于 8 或 者 [0, 各， 因而 3M 含有 偶数 个 
点 。 口 
$2 ” Brouwer 不 动 点 定理 
利用 匡 节 得 到 的 关于 1 工 维 微分 流 形 分 类 的 绪 果 ,我 们 来 证 明 
重要 的 Brouwer 不 动 点 定理 . 首先 ,回忆 一 下 “收编 核 * 的 定义 . 


2.1 定义 设 玉 是 折 扑 空间 ,4 是 天 的 子 空间. 如 蛙 存 在 连 


六 X— A, 
使得 rx)=x, ‘vxEA, 
烤 么 我 们 就 称 4 为 的 收缩 核 ,并 且 称 + 为 收缩 映射 . 
记号 约定 我 们 约定 分 别 以 加 和 站 表示 R* 中 的 单位 球面 
和 闭 单 位 球体 ， 妈 : 
Ss" ={xeR llx|=D, DD"={xER’ |x|s1}. 
和 作为 带 边 的 C” 流 形 ,D"' 的 边缘 是 6D"==S"™\. 
2.2 定理 ” 5"! 不 能 D" 的 收缩 核 . 好 不 存在 这 样 的 连续 呐 
入 gg : Dp"-w 8" 1 它 使 得 
dx VxeES ll, | 
证 丁 用 扩 证 法 ,假定 存在 连续 映射 go : D* -~ 5S"', 使 得 
gx VXES™,, 
将 让 明 : 必定 也 存在 光 滞 觅 射 了 ; D" > 9 使 得 
T=x, VxeSs 1， 
为 此 ,我 们 首先 衬 公 9 的 定 穴 ,规定 
(2.1) ge)=x, Vxe RD'. 
这 样 得 到 一 个 连续 映射 9 : R* 一 及 "， 其 次 ,我 们 选取 we 
CY{R" 及) ,满足 以 下 这 些 和 茶 千 : 
(a) (~ =w0)D, Vxe R"™ 
(b) suppw = D"; 


143 


(Cc) | wdn=1. 
Re 


(2.2) Vo) = ox)— xXx, XER 

(其 中 的 g 已 经 按照 (2.1) 的 规定 加 以 延 拓 ) ， 显然 有 
w=0, VYxeR"D. 

我 们 构造 逼近 (2.2) 的 映射 : 


(2.3} wv o=| wo) bolx + eu dy. 
R' 


对 于 0<es<1P2, 显然 有 
(2.4) w=0, vxER' \((3/2)D"). 
遂 过 变换 y=x++5w 可 以 把 习 .3) 政 写成 


由 0)= 二 | o> 


由 这 武 容易 看 出 : 下 一 ~ 玉 " 是 CC 肤 射 还 罕 易 验证 : 当 g 一 上 0 
时 .由 {2.3) 所定 必 的 兴 (在 紧 致 集 下 =3D" 上 一 致 收 合 于 Wx) 
后 考察 这 样 一 个 朴 射 
(2.5} P00) =W + x. 
显然 9 : 访 一 民 仍 是 C” 贞 射 . 因为 当 8 一 > 0 时 , gp 在 紧 致 集 
长 =3D" 上 一 用 收敛 二 g, 而 g 满 足 答 任 
loo) 21, wxeR’, 
所 以 上 只 要 取 8 二 0 充分 小 ,可 设 
lw CG) > 1/2, VxeK=3D". 


) bo)dy. 


我 们 定义 


. 2 
0 /09= ee » VxeD". 


这 样 定 义 的 iD" -xS”! 是 忆 ” 映射 从 2 相 , {2.5) 各 位 .人 还 容 
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易 看 出 

TO)=x, WxEs™.. 
综 上 所 述 ,我 们 证 明了 : 如 果 存 在 连续 的 收缩 映射 了 下- 一 
那么 也 必定 存在 光 清 映射 耻 : D" 一 > S$" "使 得 
(2.7) F(x)=x, YXES 9 
设 yES” 是 了 的 一 个 正则 值 ,考察 DD" 的 子 集 f "(9) 根据 第 五 章 
定 惠 5.3( 带 边 形式 的 正则 值 原 像 定 理 ), 了 "(9) 是 D" 的 1 维 正则 C™ 
子 流 撒 , 并 卫 

df (0)=f DN ED". 
作为 DB" 的 闭 子 集 ,了 "(9) 基 紧 致 的 1 维 流 形 . 根据 本 章 定 理 1.7， 
紧 殖 1 维 微分 流 形 了 "(9g) 的 边界 Br 四 应 由 偶数 个 点 组 成 . 然 
而 ,从 {2.) 式 可 以 看 出 : 

of = DN ED"= 人 二 
这 样 ,假定 存在 连续 的 收缩 映射 9 : Dp" 一 8S! 最终 导致 了 了 矛盾 
的 结果 . 品 
2.3 定理 {Brouwer 不 动 点 定理 ) 任何 连续 上 映射/; Dp" DD" 
都 必定 有 不 劲 点 ， 印 必定 存在 xoED", 使 得 
f (X= x 
证 明 用 皮 证 法 . 假定 窑 在 没有 不 动 点 的 连续 映射 
f°: DD". 
对 任意 的 xsD" 我 们 以 (x) 为 起 始点 ,经 过 x 点 作 射 线 , 将 该 射线 
与 0D"=$"”!t 的 变 点 记 为 g(x)， 这 样 定 义 的 连续 映射 
9g: Dr» Sl, 


量 然 使 得 

d=x, VxES. 
但 这 与 定 埋 2.2 的 结论 壮 盾 。( 关 于 映射 9g 的 连续 性 ,请 参看 下 面 
的 附注 .) 问 


峙 注 上 上 向 证明 中 所 定义 的 g(x) 可 以 表示 为 
go 一 了 CD 二 ECC 一 CD)， 
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其 中 的 名 fc>0 使 得 gC?=1, 即使 得 
{2.8) alx}r + 2b(x)t te(x)=0, 
这 里 
atx)=|x—f 0 :> 0, 
Po) 一作 一 FOOD * f{x), 
c= 60 1s0. 
对 于 和合 得 ct <0 的 xED" 方程 (2.8) 的 玲 一 正 根 是 : 
一 bedj+TVY (07 一 arjc 人 no 
{2.9) tx)= ar 
对 于 使 得 c(x)=f 00 上 一 1=0 的 xeDp" 我们 有 
boO=E—f 0D: FO)=x- T7000- 一 < fx)—1<0. 
(这 里 月 到 了 (x) 关 x 的 徐 定 .) 对 这 情形 方程 (2.8) 也 有 堆 - 一 正 根 
(2.10) t(x)= — 2b (x)/ a(x), 
并 且 这 时 (2.10) 式 与 (29) 式 是 一 致 的 - 
因为 由 (2. 多 式 所 定义 的 媳 数 fc 是 连续 的 ,所 以 
g00=f Ott (xf (xD 
定义 了 一 个 达 续 映射 9g : 太一 人 国 


练习 G 


G.1， 设 =P {0}。， 试 举例 说 曲 了 eCV(E, 本 可 以 没有 不 动 

G2. 设 BB"' 是 区 的 证 球 休 ， 斌 举例 说 羽 了 eC"B”,B") 可 以 没 
丰 不 动 点 . 

G.3. 设 到 是 拓扑 空间 ,feCoX, DY, geCuD", 久 )， 试 证 geff: 
下 一 三 必 有 不 动 点 ， 

4， 设 feCalS" 5S”) 了 (5S" 冯 S"， 试 证 了 必 有 不 动 点 . 

G.5， 试 证 以 下 各 命题 才 互 等 价 : 

(ay 关于 DD" 的 Brouwer 不 动 点 定理 ; 

tb) S$”! 不 是 可 缩 空间 ( 邮 S”! 的 屋 间 映射 不 能 同 伦 于 常 值 
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映射 ); 

(c) 5 不 是 DD" 的 收缩 核 ， 

G.6， 设 feCMDp", RY 试 证 ; 或 者 存在 xqED" 使 得 f(x)=xi; 
或 者 存在 ye6D" 和 4>1, 使 得 G0)= hy,. 

G.7， 设 feCMD",D" ,08f(D YY， 试 证 邦 在 zi, meEaD" 和 4>0， 
上 <0, 使 得 

FO0) = 40, f OD= Hyo. 

G.8. rohenius 定理 】 设 nxxn 非 退化 方 阵 .4 的 所 有 元 案 都 

是 非 负 实数 . 求证 : 4 必 有 正 的 本 征 值 ， 
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第 八 章 横 2 映射 度 与 Borsuk -Ulanm 定理 


设 MM 和 入 是 光滑 流 形 ，dimM=dimN，feC"(M, NY~ 对 于 
给 定 的 yEN, 人 们 希望 知道 方程 
fx)=Y 
究竟 有 多 少 解 ? 至 少 希望 对 解 的 数目 其 jG) 作 一 个 鸽 计 . 因 
此 有 必要 考察 映射 了 覆盖 y 的 “ 重 数 " 或 者 “尽数 ”. 
对 于 M 二 入 ==S"( 单 位 圆周 ) 的 和 情形 ,我 们 来 观察 图 21 所 未 的 
映射 


了 :3 一 9. 
虽然 映射 了 覆盖 NN=5' 各 点 的 “ 层 数 ”不 尽 相 同 ,但 在 正则 们 处 覆 
次 尽数 的 奇偶 性 是 一 样 的 ,或 者 说 履 盖 层 数 mod 2 是 相同 的 .如 
于 赋 子 好 和 六 适当 的 定向 ,考察 “ 正 向 "的 覆盖 层 数 和 " 负 向 "的 覆 
羞 层 数 ,那么 在 正则 值 处 覆盖 层 数 的 代数 和 是 相同 的 . 


匀 21 


以 上 亚 察 为 定义 映射 度 提 供 了 局 未 . 我 们 将 从 较 简 单 的 模 2 
理论 开始 讨论 . 

第 五 章 $1 中 证 明 的 “唱片 引 理 ”是 映射 度 定义 的 一 块 基 五 .这 
里 重 述 该 引 理 ,以 提请 读者 注意 ， 
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上 晶片 引 理 设 * 兰 1, M 是 紧 致 C' 流 上 珍 ，N 是 C' 流 形 ，dimM 
=dimN=m, feC (M,N), yeN 是 了 的 正则 值 .如果 "Gy) 关 8， 
那么 

(1) fy) 是 中 的 有 限 点 集 : 

一 人 
(2) 存在 了 在 六 中 的 开 邻 域 FV 使 得 17") 是 大 中 不 相交 


f= UU UU,, 
其 中 并 集 已 包含 * 并 吾 了 在 下 上 的 限制 申 射 站 于 是 从 马 到 下 
的 CE" 同 有 隋 各 = 1,…,k). 
一 般 约 定 ”在 站 章 中 ,我 们 设 好 是 (不 带 边 的 ) 紧 致 光 请 流 形 ， 
六 是 (不 带 边 的 ) 兴 清流 形 ，dimaf=dimAN， 还 的 定 以 记号 


frMhy 
表示 y 基 可 微 映 射 了 的 正则 值 . 
81 和 模 2 且 射 度 


先 来 考察 光滑 映射 对 其 正则 值 y 的 模 2 覆 善 层 数 

1.1 定 头 设 训 是 紧 致 光 消 流 形 ，N 蚌 光 涓 流 形 ，dim M= 
dimN, feEC™ (CM,N). 对 于 了 的 正则 值 y, 我 们 约定 把 

入 fy) (mod 2) 

叫做 f 对 y 的 模 2 覆盖 涯 数 或 模 2 映射 度 , 记 为 deg,(f,y})( 常 莘 
写成 d;(f,y)). 

附注 上 面 定义 中 的 记号 大 fi0y) 表示 集合 f-!(y) 中 的 元 素 
数 日 ,而 间 f71G) (mod 2) 类 示 六 f(y) 队 以 2 的 最 小 非 负 剩余 
(0 或 者 1) . 

根据 “唱片 引 埋 ", 这样 定义 的 d,(f,y) 美 于 yenN 是 局 部 常 什 
销 数 ， 即 对 于 yy 的 其 个 邻 域内 的 所 有 的 z 都 有 

fh zs, dd 2)= dy). 
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1.2 引 理 ” 设 存 在 紧 致 带 边 流 形 发 和 光 海 上 映射 三: 三 一 六 
使 得 
OX=M, dF=F|M=/. 
如 时 是 王 和 f=6F 共同 的 正则 值 ,那么 
da fy)=0. 

证 明 ~!(y) 是 紧 致 的 1 维 光 汐 流 形 , 它 的 每 个 连通 分 支 或 
者 问 用 于 $1, 或 者 同 豚 二 [0.1]， 同 用 于 8 的 连通 分 过 不 与 9X 二 他 
相交 ; 同 腑 于 [0,1] 的 每 个 连 逝 分 支 与 exX= 闻 相 变 于 两 点 .又 
国 为 六 1 一天 -人 门 旺 ,所 以 并 六 10] 是 向 数 ; 好 d(f. p=0 


{参看 图 22). 口 
®S 


、》> 


图 22 


1.3 引 理 设 衣 是 紧 致 光滑 流 形 ，N 是 光 衣 流 形 ，dimM = 
dimN, ye N, ee” (M,N}){i=1,2), 并 有 8 
thy, zh y. 
如 时 矿 一 刻 (C? 同 伦 ), 那么 
do (fp) = dp, y). 
证 明 ”连续 同 伦 于 包 , 它 也 就 必定 光 请 同 伦 于 天 , 妈 存 在 
光 讲 映 射 瑟 : IxJM 一 NN, 合 得 
Hit, =f(*), wteld,é), 
H(t )=f(*), Ytel[ll~sé,1). 
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国 为 吾 在 ([0, 5]xMM) Ui 一 6,1]xXM) 与 了 机 截 , 根 据 槛 截 扩 张 
定 埋 ,存在 光滑 映射 下 :IX -> N, 使 得 

人 Fx}= B(x), vte[ld,6]U[l -6 1, xeM:; 

(2) 下 二? 
玉 是 ,PTIOI 是 zx 他 的 紧 致 的 维 正 则 子 流 形 , 它 的 每 个 连通 
分 支 同 胜 于 S 或 者 [0, 1], 旦 只 有 同 昨 二 [0,1 的 连通 分 支 才 与 
axnf)= 人 xn OULXx 对 ]) 相 交 ， 因 为 

站 00=F ON OxXM, f=F7 WNG xM), 

所 以 并 方 人) 与 六 17 10) 的 奇偶 竹 相 同 ( 参 看 图 23) . 口 


0xM lx 


1.4 引 理 设 训 和 NN 是 光滑 流 形 ，fe COM,N), yeN， 则 
仓 在 有 eC™ (M,N), 使 得 
六 一 六, frhy. 
证 明 方法 一 首先 取 光 滑 映 射 甩 一 了 然后 引用 横 截 逼近 
定 才 确定 存在 六 EC™ (M,N), 使 得 
站 一 六 fhy. 
方法 二 首先 取 光 请 映射 为 一 了 共 次 取 ? 的 连 首开 邻 域 Ww 
并 在 市 中 取 太 的 正则 值 z， 然 后 取 同 伦 于 庆 的 光滑 同 胚 丰 : 导 
一 但 , 使 得 站 2=7、 记 六 = 一。 万 则 有 
万 一 为- 
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因为 万古 了 所 以 六 下 下, 即 广 由 了 口 
下 曾 , 我 们 来 定义 连续 映射 站 : ME--~ 六 对 任意 的 yeN 的 模 2 
“ 禾 盖 层 数 *, 凤 模 2 映射 度 . 
15 定义 设 训 是 紧 致 光 谓 流 形 ，N 是 光 深 流 形 ，dimM= 
dimN, FecCoad N) ysN, 并 设 fEC™ (CM,N) 适 合 条 件 
太一 六 AMy. 
我 们 定 光 
degatf,y):= degal fi,}). 
记号 degz(fy) 也 背 简 写成 d,(7,y) 
1.6 个 题 关于 deg;0Ofy) 的 定义 确 当 无 层 尺 ,并 且 所 定义 的 
deg2(J/,y) 关于 了 的 同 伦 是 不 变 的 ， 
证 明 (IT) 设 Fsc> GM,N) (i= 1,2) 适 全 条件 
fi~J, fhy. 
则 存 
fhy, my， ~f(C? 同 伦 ) 
根据 引 理 1.3, 可 以 断定 dy(f,)= dfy,y). 
(I) 疫 f~ g, 并 设 fg1EC™ UM,N) 适 合 条 件 
A~f fhy; gn~g, ghy. 
则 有 
A 由 了 ， gu y, 刻 一 g(C? 同 伦 ). 
于 是 ,根据 引 理 1.3, (fi, 了)= ds(gi,y)， 这 就 证 明了 
ds{f,y)= d,(g,7). 口 
1.7 命题 设 凡 和 六 是 C= 流 形 ，dimAt= dimnw， 好 紧 致 ， 
入 连通 ,并 设 AEcC ON) 则 deg:( 站 不随?e 严 而 改变 . 即 对 
所 有 的 yeN, deg2(f,y) 到 相同 的 值 . 
证 明 取 六 EC™ (M,N), 使 得 
~ fhy. 
按照 定 关 ,4d,{f,y)= 地 (ji,y) ,根据 吗 片 引 理 ,对 y 的 菜 个 邻 域 六 
中 所 有 的 z 都 有 
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fh z, df 2)= df,y) 
这 就 证 明了 ds(f,") : N ->{0,1} 是 局 部 常 值 函 数 . 因而 以 下 两 
个 集合 都 是 N 中 的 开 集 
0= {yeENId (hy)=0}, QO={yENId(f,y)= 1}. 
显然 有 


Hof A=, RoR = NN. 
由 于 NN 的 连通 性 ,这 两 个 开 集 之 一 是 空 集 , 男 一 个 就 是 整个 NN. 
因而 dy(f,y) 对 所 有 的 yeN 取 相 条 的 值 . 口 

1.8 定 疼 设 时 是 紧 致 光滑 流 形 ， 六 是 光滑 流 形 、dinm= 
dirmN，feCoaAf NI) 如 与 degxf 六 7 让 不随 ye 而 改变 (例如 下 
是 连通 光 交 流 形 的 情形 ) ,那么 我 们 就 把 

degz[ 门 :一 dcgz( 六 及 
叫做 员 射 了 的 模 2 映射 度 . 

1.9 命题 在 定义 1.8 所 述 的 条 人 忻 下 , 如果: M~~N 不 是 
潢 映射 ,那么 deg;( 了 二 0。 换言之 , 如果 degi[ 广 天 0, 那么 了 必定 
是 满 喘 射 ， 

证 明 设 广 ;JM 一 NN 不 是 满 映 射 , 则 存在 yeN\JOUM)， 我 们 
取 太 EC” (M,N), 所 ~ 也 并 且 天 在 C'" 意 义 下 充分 接近 于 下 使 
得 y#f1(CMY， 于 是 有 

degs(N)=degi(fi,y)=#f7'9}=0. 口 

1.10 命题 设 MN 和 了 是 C” 流 形 ，M 和 NN 紧 致 ，N 和 P 
连通 ,并 皇 dimMM= dimN= dimP. 

(I) 如 黑 pe CM,N), WecCMN,P), 那么 

deg:(W° = degs(y) * degalp). 
{ 囊 ) 如 上 果 志 ; 一 本 是 恒 同 映射 ,那么 
deg,(1d)=1. 
(HI 如果; 夺 一 NN 是 同 肛 映 射 , 沙 是 其 道 时 射 ,那么 
deg ;Cp) = dega(W)=1. 
证 其” 论断) 显然 成 立 , 因 为 每 个 yeM 都 是 id 的 正则 值 ， 
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并 且 原 像 具 有 一 点 - 论断 ( 亚 ) 是 (JTJ 和 (再 ) 共 同 揭 推 论 ， 因 此 , 只 
有 论断 (II 尚 天 让 明 . 

我 们 来 证 曲 论 断 (I) ,不 药 设 交 和 风 者 是 C 一 栈 射 . 取 z 为 
上 :Pp 和 由 共同 的 正则 值 . 可 设 风 2) 一 13 和 其 中 每 个 区 
都 是 9 的 正则 策 . 呈 可 设 
PO)= {xen cs， i= +, ,Bb., 


二 是 | 
Go 0) = Uren xa) 


根据 定义 
deg2()=#W 2)= f (mod 2), 
‘degaAP)=#p "(=a (mod2), 
degs(W ° 9)= #0) (2) (mod 2) 


8 
= a (mod 2) = fdeg2(0) (mod 2) 


=deg2(f) ' degs(@). 品 

利用 模 2 映射 度 ,我 们 给 出 Brouwer 不 动 点 定理 的 另 一 证 骨 . 

1.11 定理 (Brouwer 不 动 点 定理 ) 连续 上 映射 站 Dr 一 > DD" 必 
有 不 动 点 . 

证 明 ”仿照 第 七 章 $2 中 的 讨论 ,可 将 问题 问 结 到 证 明 这 样 的 
事实 : 任何 连续 映射 9 : D" 一 5"-! 都 不 能 使 

GIS =id : So -= Sr 

我 们 用 反 证 法 证 明 这 一 事实 .假设 存在 满足 上 述 条 件 的 连续 映 
射 9, 则 由 命题 1.10 的 {本 ) 可 知 1 
(1.1) degs(y ' 5" ')=1. 
另 一 方面 ,因为 


H(t,x)=g((l — x) 
将 g15"' 同 伦 于 常 值 映射 9(0), 所 以 
{1.2) dega(g1S"')=0, 
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我 们 竺 到 互相 耻 盾 的 结果 人 1) 和 (1.2) ， 口 


32 模 2 环 绩 数 


一 般 约 定 ”在 本 节 中 , 设 训 是 紧 致 无 边 C” 流 形 ，dimM=n. 
我 们 约定 记 
D.=Di={xeR"t||x| <e!, 
S,= SS:= {xER"Ti, lxl= !. 
但 对 5S1, 仍 同 以 前 一 样 采用 标准 的 记号 5", 即 约定 
Ss":={xeR"+’ | lxll= 1}. 
2.4 定义 设计 是 紧 致 的 无 边 C” 流 形 , 并 Hdim M=n, fe 
CWOM, RR"*1), 并 且 设 zER"tI\f(MY， 考 察 这 样 一 个 映射 : 
0 M— SS", 
(2.1) vv Tz 
[F(x)— zl 
我 们 年 六 
Hf 2) := dega(0), 
并 称 Wf,z) 为 了 对 z 的 挤 2 环绕 数 . 

2.2 引 理 设 角 是 紧 致 的 无 边 C” 流 形 , 并 且 dim M=n, fe 
C™ 0M, R"*D), 并且 设 ze 及 AFM) 如果 存 在 紧 致 带 辽 的 Ce 
流 形 半 和 CY 映射 FF; 铸 一 R"*! 使 得 

OX=M, 8F=F|IM=/ zs¢#F(X), 
那么 Wf, 5}=0. 

证 明 在 引 理 的 条 忻 下 ,如 (2,1) 那 样 定义 的 8 是 光滑 映射 ,并 
可 扩充 为 光滑 暴 射 

BO: KX-»~ 8", 
三 fx) 一 
入 TT 
因为 5 昌 = 晶 |M=0, 所 以 (根据 引 埋 1.2) 
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W(t,2)= degs( =0. 口 
2.3 引 理 说 放 EC ,有 DG 一 0 1 和 并且 瑟 : 态 
同 伦 . 如 果 zeR"'\ 太 (x JM), 那 必 
Wa(fo, 2)= Wot fi, 2). 
证 明 对 i=0,1, 我 们 定义 映射 


f :MMS 
天 (一 三 
“TO 


然后 考察 从 丰 到 她 的 同 伦 
© .IxXM. -SA", 
| H(t,x}—2 


(Om TE 


根据 引 埋 1.3, 应该 有 
Wi(fo,2)=degs(00) = degat0 )= Wtf ,2). 


一 万 是 CC? 


口 


2.4 引 理 设 U 和 玉 都 是 民 "r! 中 含有 0 点 的 天 


F 集 ， 下:;U 


一 下 是 微分 同 肚 ，F(0)= 二 0. 则 只 要 c> 足 够 小 ,就 必定 有 


W,(F|S,,0)=1, 
这 里 5,=S’={xeR"t!| |x|=s}. 
证 明 记 4=DFO), 则 4 是 非 退 化 线性 映射 . 可 
inf i | A | EeR"*', |El=1}=¢>0. 
容易 看 到 
i Axl| 2 ollxll, VxeR"\ {0}. 


设 


取 58>0 充 分 小 ,使 得 只 要 0<|xlse, 就 有 F(x)- dxl<olxl .于 


是 ,对 于 xes 和 te[0,1, 应 右 
Ax+tilF(x)— Ax}AO. 
因而 可 定义 


Ax+it(F(x)— Ax) 


H(t, = AxtrtiFtx)— Ax)| 
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到 映射 了 的 


同 伦 : 
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Ax Fx) 
TA FX) TE 


因而 这 两 个 喘 射 的 虎 射 度 应 相等 , 即 
Wa 0) = Wild 1s;, 0). 
我 们 米 考 察 ( 这 里 采取 一 日 了 然 但 却 不 那么 正式 的 写法 ) 映 射 


五 (0,x)= 


4 HH 
(2.2) [axll Sr. 
容易 看 出 , (2.2] 的 逆 瑞 射 是 
4 . 
- “Tel "Sr. 
(2 3) E 上 4 一经 | 3 r 


因此 ,由 (2.2) 定 义 的 映射 是 一 个 同 胚 . 根据 命题 下 10 的 (l), 可 
以 断定 该 映射 的 横 2 喘 射 度 等 于 1。 由 此 得 知 
WF|S., = WtA| 5S,,0=1. 口 

2.5 说 了 明 设 M 是 紧 致 带 边 的 C” 流 形 ，N 是 无 边 的 C” 流 
形 ，dimM 一 dimN, feEC” (M,N). 如 果 yeN\f(OM) 是 f 的 正 
划 值 ,那么 原 像 集 六 吉 0) 是 包含 在 MaM 之 中 的 紧 致 0 维 流 形 ， 
“晶片 引 理 "的 全 部 结论 适用 于 这 一 情形 . 因而 仍 订 定义 

dcgz( 太 月 :一 并 六 IO0) (mod 2). 

在 以 下 的 讨论 中 将 会 用 到 这 一 说 明 . 

2.6 定理 设 和 是 紧 致 带 边 光滑 流 撒 ，dim X=n+], Fe 
Cr (有 RR i) .如 果 zeR"*INF(6 如 是 玉 的 正则 值 ,那么 

MW (0F, 2)= degslF, 2). 

证 明 为 书写 简 使 ,不妨 设 z=0{ 于 是 z=0 是 下 的 正则 值 ). 
根据 “唱片 引 理 ,存在 0 点 的 开 邻 域 信使 得 F-i(W) 是 不 相交 的 
开 集 之 并 : 


FP)= DJ UU,, 
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并 且 熏 得 F1D :已 一 了 是 光谱 同上 肛 和 = 1 天) 、 不妨 设 

下 (= 人 co Xx}, 
其 中 x Gi= 1 我们 约定 用 记号 “ 宕 ? 表 未" 光滑 同 胜 于” ， 
根据 引 理 2.4, 可 本 环绕 x, 的 足够 小 的 闭 邻 域 DS UU, DD", 
其 边 红 CsS 俩 得 
(2.4) FFTC 0=1, i=1,… 


并 


bE 


r=x\( Uintp,). 


,i=| 


了 的 边缘 为 ， 
(2.5) dF=2XUUéeD,. 


因为 FUOY)c 和 RD, 所 以 {根据 引 理 2.2) 
(2.6) WW (FaY,0)=0. 
在 下 库 的 讨论 中 ,所 进行 的 相 加 或 连 加 运算 都 是 模 2 意义 下 的 加 
法 运算 .这 种 如 法 规定 ; 
0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1. 
根据 人 .3) ,我 们 可 以 将 人 .6 写成 
k 
WFIOX, OD TY WF|C,0)=0. 
1= | 
据 此 ,并 引用 @2.4), 就 得 到 
x 
WFIOX,M= 7 WF| GC,0) 
i=! 
=k (mod 2) 
= 六 FM(0) (mod 2) 
=deg;(f, 0). 口 
附注 上 夯 的 定理 使 我 们 可 以 依据 已 沿边 界 ax 对 = 的 环绕 
情形 计算 工 在 三 中 对 = 的 模 2 材 盖 层 数 .， 可 以 想见 ,这 定理 将 是 
很 在 用 的 . 通过 考察 映射 洛 边 界 的 性 坟 , 了解 遇 射 在 区 域内 部 的 
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情况 ,这 样 的 做 法 在 数学 的 各 分 支 中 屡见不鲜 
$3 Boirsuk-Ulam 定理 


3.1 定 交 (I) 集合 DcR’ 被 称 为 对 称 子 集 ,倘若 万 = 一 必 ， 
xED<—>— xeD. 

( 王 ) 设 卫 臣民 中 的 对 称 子 集 ，E 是 R' 中 的 对 称 丁 集 . 映 

射 了 : 呈 - 一 巨 被 称 为 奇 左 射 , 倘若 
fl—x)=—ftx), VxepD. 
车 名 的 Borsuk-Ulam 定理 断定 如果; 5" 一 S" 是 连续 的 奇 
映射 ,那么 
deg»())=1. 

换 句 话说 ,任何 连续 奇 映 射 耻 : 58" 一 3 的 蓝 盖 层 数 都 必定 是 奇数 ， 

为 了 证 明 这 一 定理 , 先 作 一 些 准 葡 ， 

3.2 引 理 ”对 于 任何 奇 映射 大 CS 5 存在 奇 映射 fe 
C” (S" 9" ,使 得 了 ~ 了. 

证 明 首先 取 通 近 卫 : 入 一 S"CR"t! 的 光 党 映射 让: 85" 
一 及 "5 使 得 

[fC <e<1/2, Vxesn. 


于 是 也 在 
fx) x)|<r, Vxes". 
然后 玻 


{Xx} = 
则 六 :3 一 下 和 是 洗 滑 的 奇 映 射 ,并 ] 
[ffl<e, YESn 


he)— (~— x) 
3 。 


然后 再 取 


159 


NC 
fo 
TOOFEF OT THN 
| FC) + Cf) — xD 


容易 看 出 : 了 ; S" 一 S$" 是 光滑 的 奇 映射 ,并 卫 : 1XS" 一 3" 
将 了 同 伦 于 产 。 口 

3.3 关于 名 维 流 形 的 若干 说 阴 我 们 将 从 0 维 情 形 出 发 , 采 
用 归纳 法 让 明 Borsuk -Ulam 定理 . 为 此 , 先 要 对 浊 维 流 形 作 车 
干 说 明和 约定 ， 

按照 定义 ,0 维 流 形 出 一 些 离散 的 点 组 成 {好 为 赋 有 离散 拓扑 
的 点 集 ). 设 M 是 0 维 流 形 或 是 任意 维 的 光滑 流 形 ，N 是 0 维 流 
形 . 对 此 情形 ,任何 映射 


XESN", 


(x)= 


H(t,X)= 


{t,xYE TXS". 


. MHR 
都 被 认为 是 任 疙 次 连续 可 微 的 ( 即 光滑 的 ) ,任何 一 个 yeN 都 被 认 
为 是 了 的 正则 值 . 因而 ,对 于 M 是 紧 致 0 维 流 形 ，N 是 0 维 流 形 ， 
?EN 这 样 的 情形 , 盆 然 可 以 定义 

dega(f, 7)=#f7 0) (mod 2). 
若 六 是 连通 的 0 维 流 形 , 则 和 N= {fy} 由 单个 点 组 成 . 对 此 当然 可 
以 定义 
dega(f) = degs lf, y). 

但 这 情形 似乎 过 于 平凡 . 下 面 的 (了) 和 和 (本) 将 稍 作 推 广 ， 

(I) 考察 0 维 球面 

S$:={—1,1}. 
如 果 扩 :8 一 8 是 音 映 射 ,那么 
共 广 并 一 二 一 并 三) 一 上 

对 此 情形 ,我 们 定义 


degs(f)=1. 
如 果 牛 ;S? 一 5+ 不 是 单 映射 ,那么 六 和 一 与 (41) 二 者 之 一 
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是 二 元 集合 , 另 一 是 空 集合 ,因而 
并 一 1)= 社 1M(1)=0 (mod 2). 
对 此 情形 ,我 们 定义 
degx( 门 =0. 

《了 JJ) 还 可 以 对 (IT) 中 的 约 寄 作 进一步 的 扩充 . 考 吐 这 样 的 
情形 :好 和 六 都 是 0 维 流 形 , 盐 中 好 由 偶数 个 点 组 成 , 而 和 N= 
fy 由 两 个 点 组 成 . 对 于 任意 的 映射 站; M 一 N ,显然 有 

IG IUF Ny)=M, 


因而 
#f y+ =0 (mod 2). 
对 此 情形 ,我 们 定义 
degy(f)=#f7 0 _)=#f 7 0) (mod 2). 

( 亚 》 对 (了 中 所 述 的 情形 定义 了 横 2 映射 度 之 后 ,可 以 进 一 
步 讨论 相应 的 槛 2 环绕 数 . 设 邮 是 由 偶数 个 点 组 成 的 0 维 流 形 . 
考察 连续 上 映射 了 : M 一 = 民 \ fz} ,我 们 构造 这 样 一 个 映射 

日 M-rS", 
x 
[x—2| 
并 定义 
Wf, 2)= degs(). 

(IY》 存 作 了 上 述 这 些 约 定之 后 ,可 以 断定 : 上 节 的 引 理 2.2， 
引 理 2.4 和 定理 2.6 对 于 n=0 的 情形 仍然 成 立 {请 读者 自行 验证 )， 

3.4 引 理 对 于 neNU{0}, 以 下 的 两 个 论断 (BU), 各 (BU); 
相互 等 价 . 

(BU)。 对 任 向 奇 映射 feC™ (5",S") 有 

degx( 门 =1， 
{BU 对 任何 奇 喘 射 ge C™ (5", RT D0) 有 
W(tg,0)= 1. 
证 明 先 证 “(BU), 一 > (BU),”. 对 于 任意 给 定 的 光滑 奇 
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映射 gS" -> RT 0, 我 们 记 


4 9) 
97 goo 


则 广 : SS8 仍 是 光良 的 奇 映射 . 假定 (BU) 成 立 ,就 得 齐 
Wlg,0)=deg;(f )=1. 
几米 让 昌 *(BU) 一 (了 BU) 任意 光 沛 的 夺 映 射 六 ; $" -> 5" 
是 以 看 成 从 5" 到 有 R"+\0 的 光滑 奇 映 射 : 
:iS"-r SCR"+I\O. 
假定 (BU); 成 立 , 就 得 到 
degatf)— WF,0)— 1. 品 

3.5 定理 (Borsok-Ulam) 如 果 了 ;S$S"” > SS" 是 连续 奇 腕 射 ， 
那么 deg2(f )= 1. 

证 明 根据 引 理 3.2, 只 须 对 交 沿 的 奇 映射 了 ;S$S”" 一 S$” 证 邮 
定理 的 结论 . 根据 引 理 3.4, 只 须 证 明 等 价 的 暑 个 论断 四 U) ,和 
{BU); 之 一 成 立 ， 我 们 将 用 昭 纳 法 完成 这 一 证 明 . 

首先 考察 8*= {一 1,1}. 容易 看 到 , 任 伞 奇 映 射 矶 : 8 -= 3 
都 是 同 有 是 ,因而 degy( 有 0)= 1 这 证 明了 (BU 和 (BU)i 成 立 ， 

现在 假设 (BU); 成 立 , 往 证 (BU),, | 成立。 省 察 任意 的 光 请 
有 隐 射 了: 5"*1 一 > STi， 我们 把 S$ 看 作 $"*! 的 “ 杰 道 ", 于 是 5" 
cs" 因为 E= 了 (UfCCOD) 是 S$”! 中 的 鹤 测 集 ,所 以 必定 
存在 


aeS’\ (EU(—E). 
我 们 记 p4=a, p= 一 4， 则 p, 和 p. 都 不 在 FS 上 ,并 县 P 和 和 
p?- 都 起 了 区 正则 值 . 设 甩 十 有 R" 中 征 直 平分 线段 p_p; 的 n+1 
维 了 空间 ,， ;RYO 一 开赴 从 RR"* 到 万 的 垂直 投影 . 因为 及 
的 正 交 变换 显然 是 C”“ 同 肥 , 所 以 不 妨 设 刀 就 是 子 空间 R"*'x0 宅 
及 2+1. 考察 


中 一 To Sn 一 有 
显然 g 仍 是 光 背 的 奇 虹 射 ,并 是 
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g(5") ER 0. 
球面 5"+! 是 以 “ 霖 首 "$" 为 公共 边界 的 黄 个 半球 而 ( 带 边 流 形 )S$ 
和 和 3251 的 并 集 . 利用 了 的 奇 映射 性 质 并 引 庄 归纳 假设 ,我 们 厅 以 
按照 下 曾 的 办 法 算出 了 的 机 2 映射 度 ( 所 涉及 的 相 加 送 算 都 是 杭 2 
如许): 
degs(f)=dega(f ,pr)=dega fl SY ,pr) tdegatf | St',p:) 
=dega(f |ST ,pr) tdegs(f| SY ',p) 
=degs(g|S" ,0 = Wi(gls",0)=1. 口 


练 习 了 H 


本 .1， 设 feCWMS",S") 适合 条 件 扩 一 x)=f(x)，YWxe5", 试 证 
degi(f)=0. 
H.2， 设 feCMs", 5S")， 试 证 : 
(a)】 {Hirsch 如果 degaf 门 =1, 那么 存在 xosS", 使 得 
A x0)= — f(xo) 
{by {Borsuk) 如 上 类 degs(f) 一 0, 那么 存在 xusS*, 使 得 
fxX)= f(xo). 

H.3， 设 FEC?(D" ,有 9 适合 条 件 FU 一 x]= 一 F(x), YxeaD". 
斌 证 丘 必 有 不 动 点 . 

H.4. 设 feCMS", S") 适合 条 件 degs[ 门 =0， 试 证 存在 xyn 
ss” 使 得 Xe xo, ro) 一 一 如， 

五 .35， 设 呈 >K 空 ]， 则 不 存在 从 5 到 至 的 连续 奇 映 射 . 

开 .6. 设 FEC"63"R") 是 奇 野 射 ,出 存 在 xoE5", 使 得 

fxn)=0. 

开 .7， 设 fs CS”,R"), 试 证 存在 xosS”, 使 得 f( 一 x0)=f(x0). 

五 .3.《 维 数 的 不 变性 设 杰 > 则 了 "与 及 不 可 能 同 肝 ， 

孔 .9、(Lusternik-Schnireimann) 设 4+1 个 闭 集 局,…, 下 覆 
盖 了 SS , 则 至 少 有 其 中 的 某 个 六 上 储 包含 有 一 双 对 和 多 点 . 

H.10. 设 .FEC CS) 适合 条 件 一 x) 关 f(x)，YxeS*， 试 
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证 了 是 清 映 射 . 

H.11. “区 域 不 变性 定理 *: 设 介 是 R" 中 的 和 开 集 , feEC0,R") 
基 局 部 单一 映 英 , 则 了 是 一 个 开 蜡 射 . 

若 蔓 于 Borsuk -Ulam 定理 , 循 以 下 线索 可 以 作出 “区 域 不 变 
性 定理 "的 一 个 证 晤 . 

{8) 设 D=D' 是 R" 中 以 0 为 中 心 , 6 为 半径 的 闭 球 体 ，yE 
CID, R") 是 单一 映射 ，g(0}==0。， 的 定 记 


G0)=0( 二 s(- 7)， (1, x)}E[0,1] xD. 


则 有 
G0,1] x DER (0}. 
(b) 假设 条 件 与 记号 如 (a) 中 所 述 ,并 约定 记 g(* )=G(L 
则 有 


Wtg, aD, 0)= Wtg, OD, 0)=1. 
因为 08g(6D), 可 设 400,9(D))=21>0. 于 是 ,对 于 任何 一 个 yeD” 
都 必定 有 

Wtg, 6D,y)= W(g, 8D,0)= [. 

据 纪 证 古 : g(tD})>D". 
(c)“ 区 域 不 变性 定理 *. 设 癌 是 了 中 的 开 集 ，FeC0 (0, RR") 
是 局 部 单一 映射 . 如 果 xoe82, 了 (x0)==yo,; 那么 存在 xo 的 开 刍 域 
USQQ, 使 得 ftU) 包含 yy 的 一 个 开 邻 域 开 . 
H.12， 设 feC MR', 民 ") 是 局 部 单一 映射 ,适合 茶 件 
lim | ftx)l=00. 


试 还 了 (0R")= RR”. 
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第 九 章 ”定向 映射 度 与 Hopf 定理 


$1 可 是 向 流 形 


1.1 定 久 设 U 是 R" 中 的 开 集 ,feC (0 RM)(r 宛 1 如 如 
det(DfON)>0, vxeU, 

那么 我 们 就 称 了 为 保持 定向 的 C 映射 ， 

12 定义 (人 (T) 设 叮 是 CC 流 形 zDD, pba 是 于 
的 CE 图 汇 . 如 果 对 于 任何 使 得 个 UB 的 «和 BE 败局 部 坐 
标 变 换 

py oP PA NOU) PalU NU,) ER" 

都 是 保持 定向 的 C' 映射 ,那么 我 们 就 称 { (0 pi 是 1 的 定 
向 C' 图 汇 ，M 的 两 个 定向 C' 图 访 被 称 为 是 定向 相 窜 的 , 俏 若 这 
疯 个 图 汇合 并 在 一 起 仍 维 成 一 个 定向 C' 图 汇 ， 

(IT) 其 有 定向 C' 图 汇 的 流 形 M 被 蒜 为 可 定向 C' 流 形 ， 选 
定 一 个 定向 C' 图 汇 就 给 定 条 一 个 定向 ， 征 此 定向 相 窜 的“C 图 
江 . 决 定 捐 同 的 定向 

(证 ) 设 放 是 一 个 定向 CC 流 形 ,wx 是 决定 Mf 定向 的 C' 图 
汇 《U9) 是 J 的 任意 一 个 侣 图 卡 ， 如 洪 .xU{(0, wg》 仍 是 佬 
的 定向 C' 图 汇 ,那么 我 们 就 把 (UD, g) 叫做 M 的 一 个 正 向 C' 图 

(TI 设 .x 是 决定 计 定 向 的 一 个 CC 图 汇 ， 如 果 将 .wx 中 所 
有 图 卡 前 第 一 个 坐标 (或 最 后 一 个 坐标 ) 统统 改变 符号 ,那么 仍 能 
得 到 一 个 定向 C 向 计 .， 这 样 得 到 的 图 汇 所 决定 的 定向 被 称 为 是 
原 定向 的 相反 定向 ， 

天 边 流 形 的 定向 以 状 该 定向 在 边缘 流 形 上 的 诱导 定向 , 对 
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以 下 的 讨论 糙 录 非常 重要 的 作用 . 这 平 ,我们 需要 适当 扩充 带 
边 访 形 图 卡 的 定义 ,然后 对 带 边 流 形 的 定向 和 作 较 详细 的 赔 遇 ， 音 
先 约定 记 
本 = {0 , ,1, YER | 2 0), 
R= {0 A ERT" 0). 
1.3 定 光 设 避 是 满足 算 二 可 数 公 理 的 Tausdorff 折 扑 空间 . 
{I) 以 下 情形 (1) 或 人 所 握 述 的 【5 9) 都 被 称 为 是 大 的 图 


{1) 了 是 着 中 的 开 理 ,局 一 入 叶 是 从 已 到 Ri 中 开 集 
的 同 且 ， 这样 的 (Up) 被 称 敌 着 的 "RM" 型 * 图 卡 . 

(2) 是 于 中 的 开 集 ,9 :UU 一 RW* 是 从 如 到 民 u" 中 并 集 
的 同 肚 这样 的 (0, wp) 被 称 敌 的 "RR** 型 * 图 卡 ， | 

(了 I) 设 r>1. 入 的 两 个 图 卡 (U, gD) 和 (TV 加 被 称 为 是 C' 相 
容 的 (定向 习 相 容 的 ) , 俏 若 有 有 以 下 两 种 情形 之 一 成 立 : 

(iD 或 者 1 站 F= 纪 

(ii) 或 者 CmF 和 Oo, 并 且 坐 标 变换 

更 sg oUN) — YUNTY 


和 
pe yOUNIN— yOUN 

都 是 C' 映射 ( 保 持 定 向 的 上 映射 ) 

《 亚 ) 的 一 族 图 卡 .wx 一 {(U, 6 被 称 为 是 考 的 5 图 访 { 定 向 
和 图 汇 ) ,倘若 

(al .x7 中 各 图 卡 的 定 闵 域 覆 得 了 区 

(bj .se 中 任意 两 个 图 卡 都 是 C' 相 窒 的 {定向 C' 相 容 的 ). 

(TY) 设 .x 和 . 必 是 下 的 两 个 C' 图 污 ( 定 向 C7 图 汇 ) . 若 .w (次 
仍 是 关 的 C' 图 汇 ( 定 向 CC 图 和 ,天 称 ,g7 各 是 C' 相 容 的 { 定 
向 CC' 相 容 的 ). 

(V) 2 -个 纵 定 的 C 图 汇 x 被 称 为 一 个 C' 流 形 . 设 
性 是 CC 流 形 , .x 是 给 定 上 大 和 结构 的 图 汇 , xs 和 如果 存在 与 .or 中 
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各 图 卡 C0’ 柑 容 的 图 卡 (U, gg) ,使 得 w(x}e0xR", 那么 我 们 就 称 x 
为 六 的 边缘 点 . 于 的 全 体 边 绿 点 的 集合 记 为 2X. 

(YI) 到 连同 一 个 给 定 的 定 血 C' 图 汇 .被 称 为 一 个 定向 C7 
流 形 . .2 赋予 天 确定 的 定向， 逢 此 定向 相 容 的 和 图 汇 给 出 相同 
的 年 何 ， 

(家 设 于 是 一 个 定 千 C' 流 形 ,.af 是 确定 于 定向 的 C' 图 
计 ,UD 则 是 下 的 任意 一 个 图 卡 . 如 果 ( 如 中) 与 .x 中 所 有 的 图 卡 
定 疝 C 机 窜 ,那么 我 们 就 称 {D qg) 为 下 的 正和 全 CC 图 卡 ,并 称 qg 为 
到 的 正 向 局 部 坐标 ， 

周记 只 要 不 排 及 定 疝 “了 型 "图 卡 三 “了 0 弄 * 图 卡 儿 乎 
没有 差别 . 避 面 上 看 米 似 乎 并 无 必要 扩充 带 边 流 形 几 基 的 定义 . 
所 是 , 对 于 涉及 定向 的 讨论 ,引信 两 种 类 型 的 图 上 # 就 有 有 盐 必 要 性 . 
一 一 菇 使 对 外 , 避 区 间 这 樟 简 单 的 带 边 流 形 ,也 万 法 仅仅 用 "下 1 
型 "局 部 坐标 图 上 赋予 它 定向 ， 

14 命题 “|! 维 微分 流 形 可 定向 ， 

证 明 不 妨 设 所 缩 的 1 维 微分 流 形 是 连通 的 ,根据 第 七 章 的 
引 理 1.4, 存在 履 六 这 流 形 的 委 数 表示 . 参数 增加 的 方向 就 决定 了 
流 形 的 一 个 定 四 . 器 

5 命题 设 X 是 1+n 维 定向 带 边 微分 流 形 (n> 站 ,如 六 
的 正 浊 “RY "型 "局 部 举 标 系 ( 正 向 * 民 "型 "局 部 坐标 系 ) 在 边缘 2X 
的 连通 分 万 上 诱导 出 确定 的 “内 向 异 "定向 (外 向 更" 定向 》， 

证 明 设 ps9X， 于 于 羡 在 pp 点 邻近 的 任意 两 个 止 向 “Ri” 
型 " 拟 部 坐标 系 G6 到 ,和 (5 0, 必 存 


G0 Hl, yy u") 


{1.1) >0. 


因为 在 边缘 点 处 有 


2 六 人 并 号 (所 式 可 以 表示 成 
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[Ei 
[型 0 
tu | te >0, 
外 
oo” bo” 
:Ow du 
所 以 在 各 边缘 点 处 必 有 
als, 0") 
Bu) > 


于 是, 天 的 正 向 “及 型 局 部 坐标 系 的 后 a 个 坐标 赋予 8X 的 连通 
分 支 确定 的 定向 ,我 们 称 这 定向 为 "内 向 型 "诱导 定向 ， 

再 考察 瑟 在 边缘 点 处 的 正 同 “RE 型 * 局 部 坐标 系 . 这 种 正 向 
局 部 坐标 系 的 后 n 个 坐标 也 赋予 8X 的 连通 分 支 确定 的 定向 ， 这 
样 的 定向 被 称 为 “外 向 弄 * 请 导 定 向 ， 口 

1.6 命题 设 r 宕 1, 并 设 

(a】 半 是 1 十 rn 维 定向 带 边 C' 流 形 ， 

(b) 了 是 维 定向 无 边 C' 流 形 ， 

(0) FEC "EY, 了), yeEF(D 是 下 与 aF 共 同 的 正则 值 , 即 

FMmhy, rdhy, 

(d) Z=F (是 站 中 的 紧 致 集 ， 
则 存在 了 在 yy 点 邻近 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 (V, 加 和 覆盖 了 Z 的 有 
限 个 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 { (Up) }), 上 其 中 p= (9 9")， 
使 得 

(0) yO)=0, 

(1) 下 

CQ2) {(UNnZzZ, gn"12Z)} 是 Z 的 一 个 定向 CC 图 汇 ， 

(3) ZNMOX 由 偶数 个 点 组 成 ;恰好 在 革 中 半数 个 点 姓 , 由 (gp'， 
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的 给 出 的 38X 的 局 部 坐标 系 属 "内 铅 型 ?诱导 定向 ;而 和 企 另 外 半 
数 个 点 处 , 由 {gp …, gn 给 出 的 67 的 局 部 坐标 系 属于 “外 向 型 * 诱 
学 定向 . (在 Z 的 每 个 辣 胚 于 [0, 1 的 巡 通 分 支 的 两 端 , 由 (91,….， 
的 ) 绽 出 的 6X 的 局 部 坐标 系 属于 不 同类 型 的 诱导 定向 ,) 

证 明 (0) 首先 ,选取 了 在 y 点 邻近 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 
(VF, 光 ), 要求 满足 条 件 yy)=0. 

(1) 然后 ,我 们 选取 有 限 个 天 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 , 使 得 相应 
的 局 部 坐标 域 禾 盖 紧 致 集 Z=F"'(y), 并 且 使 得 的 局 部 表示 成 为 
淹没 的 典范 形式 (从 民 xR" 到 及 "的 投影 )， 

(2) 考察 流 形 在 点 ze2Z 邻近 的 任意 两 个 满足 (1) 中 要 求 的 
正 向 局 部 坐标 系 ,只 ,4 和 (wt .因为 


dw 
二 * 
Ou 
Fl | 1 
Ow, 0) _ : 1 0 >0, 
由 0 : . 
.0 
， l 
所 以 
Gwe 
ts >0, 
CH 


可 见 , 所 选 备 坐 标 系 的 如 坐标 给 出 ZZ 的 一 个 定向 C' 图 汇 .. 

(3) Z 是 紧 致 的 1 维 微分 流 形 . 它 的 每 个 连通 分 支 微分 同 凸 
于 [0,] 或 者 8;， 央 而 8Z= ZN6X 由 侦 数 个 点 组 成 考察 其 中 一 
个 确定 的 0, 各 型 连通 分 支 . 我 们 可 以 选取 te[0, 1] 作为 该 分 支 的 
参数 . 如 果 在 参数 t=0 处 ,依照 (2 所 述 选 取 的 了 的 局 部 坐标 的 


正 向 与 参数 + 的 增加 方向 一 致 , 即 ee >0, 那么 沿 整 条 参数 曲线 
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都 有 同样 的 情形 . 不妨 设 在 t=0 处 有 -- >0 (相反 的 情形 可 类 


但 如 讨论 )， 则 在 参数 曲线 的 品 "端点 ,由 【人 …, 9 给 出 的 8X 的 
局 部 坐标 系 属 于 "内 向 型 ?诱导 定向 ; 而 在 参数 申 线 的 "17 端点 ,由 
( 另 一 图 卡 的 ] (0 的) 给 出 的 3 的 局 部 坐标 系 属于 “外 向 型 ” 
诱导 定向 . 口 

17 注 记 命题 1.6 将 在 下 一 节 的 过 论 中 起 关键 作用 ， 常 遇 
到 这 样 的 情形 : 瑟 本 身 是 紧 化 的 . 对 这 样 的 情形 ,条 件 (d) 自然 而 
然 地 成 立 ， 

对 以 后 的 应 用 而 言 ,以 下 两 事项 特别 值得 我 们 留意 (符号 与 假 
设 和 茶 件 同 命 题 1.6) . 

(T] 在 点 pSZN 闪 m6X 邻近 ,对 于 所 选 的 坐标 系 w= (gp pl， …， 
PD), 若 记 

do={p, ,oOX, f=EF=FIOX, f= (ap) 
则 有 了 (0,…， 2 王公。 由 此 ,在 点 计算 了 的 Jacobi 行列 式 
得 到 J 站 =1. 

(JT) 以 后 的 讨论 中 ,6 的 正 向 当然 具体 给 定 . 在 Z 门 8X 的 
各 版 处 ,虽然 和 是 天 的 正四 局 部 坐标 ,由 ap 所 确定 的 正 向 未 必 与 
6 的 给 定 正 癌 一 理 、 可 以 验 斌 的 事实 是 : 在 2Zm8x 的 各 虑 处 ， 
69 所 桶 定 的 正 向 是 gr 世 正 向 的 “ 补 定向 *”， 因 而 ,在 Z 的 每 一 个 
[9, 1 型 连 授 分 去 的 两 瑞 , 由 Bq 所 确定 的 正 向 分 别 己 于 "内 向 型 " 
诱 翌 定向 和 “外 向 型 * 诱 导 定 向 . 

注意 到 这 些 关键 事实 ,在 以 后 的 讨论 中 , 无论 2X 的 正 向 怎样 
指定 ,我们 都 能 套 照 具体 悄 沈 ,作出 正确 的 判断 . 


32 定向 映射 度 与 定向 环绕 数 
记号 约定 ”我 们 用 记号 sgn 表示 这 样 一 个 实 函数 ， 
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1， 若 x>0， 
wm 0， 车 x= 人 0 
一 1， 若 x<0. 
设 M 入 是 定向 微分 流 形 , dimyM 一 dimN, peM,gsEN. 设 f 是 从 p 
点 邻近 到 4 点 邻近 的 局 部 微分 同 胚 ,9 和 内 分 别 是 训 在 p 点 种 近 
的 和 闪 在 了 点 邻近 的 正 向 局 部 坐标 系 , 则 
sgn det( 了 (Wo yp, 
不 因 正 向 局 部 坐标 系 旬 与 风 的 不 司 选取 而 怀 变 , 因而 可 以 雹 战 电 
了 地 年 六 


Sgnf ,=sgn dct (Dy? fo ,0: 

2.4 定 又 设 M 和 NN 是 定向 党 浴 流 形 , dimM 一 dimN, MM 紧 
至 ,ffEC™ CM, A 和 NN) .对 于 了 的 正则 值 六 我 们 把 
(2.1) >» Sgnf, 

pe yy 

叫做 了 对 了 的 (定向 )} 喘 射 度 , 并 把 (2.1) 记 为 degfr 及. 

附注 想 据 “唱片 引 埋 ”, 对 一 的 某 个 开 分 域 中 所 有 的 = 都 有 

/hs ee y). 


关于 定 册 也 和 民 由 所 的 讨论 ,与 术 2 快 射 庭 的 相应 讨论 有 很 
多 相 似 之 处 . 但 在 这 里 ,本 章 的 命题 1.6 将 起 关键 作用 . 

一 般 约 定 ”在 下 向 的 讨论 中 ,我 们 设 要 蚌 定向 的 紧 致 光滑 流 
形 , 入 是 定向 的 光滑 流 形 , 并 上 dim Mdimw. 

22 3 引 理 设 XX 是 定向 的 紧 致 光滑 带 边 流 形 , 9X= Mf 的 符 连 
授 分 支 同 有 统一 的 诱 吾 定向 (或 都 是 “内 向 型 "的 ,或 都 是 “外 向 
型 "的 ), FEC™ (XN), /==6F=F|M， 如 此 y 尽 FF 与 FF 共同 的 下 
则 值 ,那么 


degf 六 =0. 
证 明 可 参 昧 第 从 章 引 理 1.2 证 册 中 的 讨论 并 引用 本 章 命 题 
1.6 和 注 记 1.7 作 出 本 引 埋 的 证 明 (参看 图 24) . 门 
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sae 


23 引 理 设 好 是 定向 的 紧 致 光 清 流 形 ,六 是 定向 范 滑 这 

形 , dim M =dimN, yeN, feC™ (M,N) (i=0, 1), 并 HL 
hh Nuhy. 
如 果 记 一 下 (CC 同 伦 ), 那 么 
deg (fo, = degtf', )). 

证 明 ”天 必定 光 诈 同 伦 于 根据 横 戴 扩张 定理 , 存在 光 清 
映射 : 1x MM 一 N, 使 得 

(DD) Fi R= VxeM, i=0,1; 

GD) Frhy. 
设 =10,213), =(1/3, 1], = =t-1， 则 { (h, 0), 
(1,00) 1 是 了 = 人 0, 1 的 定向 C“ 图 汇 , 它 贼 耶 了 确定 的 定向 , 设 x 
是 给 JM 定向 的 CC“ 图 汇 ,我 们 记 

B={ XU, xp), ew, i=0, 1}. 

则 名 烘 予 jxMM 确定 的 定向 ( 洪 积 定向 ) ， 多 中 的 图 卡 在 0xXM 上 
话 导 出 “内 向 型 "定向 ,在 1x 于 上 诱导 出 * 外 向 型 定向. 对 于 i=0， 
1, 由 jj 二 Gi 妃 定 多 的 喘 射 jj: M -> ixXM 是 保持 定向 的 C” 间 
三 车 记 所 =FIGX MM) Ge=0 1), 风 有 
(2.2) f=F°j, i=0,1. 

考察 F-' 人 的 这 样 一 个 连通 分 光 ， 该 连通 分 支 微分 同 胚 于 
[0, 了 并 旦 两 个 说 点 (0, p) 和 (1, 引 分 局 于 0xM 和 和 1x 利用 本 
章 的 命题 1].6, 考察 所 在 多 轧 点 和 正在 (1, 点 的 "符号", 容易 
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看 到 : 


{2.3) Sgn (Fo, co pn Sen(F ,cr a 
注意 到 jj 在 =0, 由 是 保持 定向 的 &“ 同 胚 ,由 人 (2.2 和 12.3) 又 可 得 到 
(2.4) Sgn( fo), p= Sgn( fA) ,+ 


对 下 1 的 所 有 同 胚 于 [0, 1] 并 二 岗 端 分 属于 0xM 和 1xM 的 连 
遂 分 支 ,将 (2.4 这样 的 等 式 求 和 就 得 到 
deg{( hy)=deg( fi, y)- 

在 上 面 的 计算 中 ,我 们 利用 了 这 样 的 事实 : 如 果 fF-7'(y ) 的 某 
个 回 吐 于 了 B, 1 的 连通 分 去 汕 端 同属 于 0x MI{ 或 者 同属 于 1xaAdh) 
那么 这 商 个 谢 点 对 deg( 太 ,六 和 degfp ,有 的 贡献 都 是 0， 口 

2.4 说 明 设 呈 是 定向 的 蛇 致 带 边 光滑 流 形 , N 是 定向 的 无 
边 光滑 流 形 , dim MdimN, ff : M 一 NN 是 光滑 映射 .如 扫 ye 
NAMD) 是 了 的 正则 值 ,那么 原 像 集 三 0 门 是 包含 在 M\G@M 中 的 
紧 致 9 维 流 形 .“ 唱 片 引 理 ”的 全 部 结论 适用 于 这 一 情形 , 因而 仍 
可 定 凡 


deg(f HW:= 2 Senf.,. 
ne 
在 以 后 的 菜 些 讨 论 中 ,我 们 将 会 利用 这 一 说 明 ， 
2.5 定义 设 放 和 NN 是 定向 的 光滑 流 形 (不 带 边 ), M 紧 
致 , dimM = dimN, feCMM, ND, yeN， 并 设 feC™ 0 由 满足 这 样 
的 条 件 
~f, firhy: 
我 们 定义 
deg (f,y):=deg (Fi,p). 
2.6 命题 定义 2.5 艾 当 无 层 义 ,并 且 所 定义 的 deg (了 f,y) 关 
于 了 是 则 伦 不 变 的 ， 
2.7 命题 设 M 和 NN 是 定向 的 光滑 流 形 , MM 紧 致 , 连 道 ， 
dimM 一 dimN, feC?(M, Nj)， 则 deg(f, yp 不随 yEN 而 改变 ， 即 对 
所 有 的 yeN, deg(f ,四 取 相同 的 值 . 
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2.8 定义 讽 邓 是 定向 的 紧 致 兴 滑 流 形 , NN 十 定向 的 光滑 流 
形 .dim=dinmvY fECIOM. NY， 如 虹 deg (了 间 不 随 yeEN 而 改变 
(例如 入 星 连 道 流 形 的 情形 ) ,那么 我 们 就 把 

degtf ):=deg(.f,)) 

纠 敌 了 的 映射 度 ， 

2.9 命题 在 定义 2.8 所 述 的 条 件 下 ,如 此 deg (站 关 0, 那么 
了 M-> 入 必定 是 满 上 映射 . 

2.10 命题 设 M,N 利 P 是 定 宙 的 光 沸 流 形 ,M 和 NN 紧 到 ， 
NP 湛 通 , 诗 H dimWi = dimN= dimP. 

(I) 如 时 wpeC*OUM, AD, EC 放 ), 那么 

decpgty ° 9)=degtp) * degip). 
(TT) 如 上 i MM-> 型 是 恒 同 映射 ,那么 
deglid)= ]. 
(UT 如 果 9 : 帮 一 NN 是 同 胜 上 暴 射 , 业 是 上 续 道 映射 ,那么 
deg(@)= dcgtw)= 土 1. 

1 定义 在 命题 2.]0 的 (中 ,如 果 deg(w)=1, 那 么 我 们 
就 称 9 为 保持 定 困 的 同 且 . 否则 ,我 们 就 称 gq 为 把 转 定向 的 同 且 

定向 情形 环绕 数 的 定义 可 仿照 模 2 情形 写 出 ,以 下 只 和 作 提 费 
式 的 陈述 . 

2.12 定 尽 设 季 是 定 向 的 紧 致 汇 边 光 举 流 形 , dimM = 
JeC GM, R 小 并 且 设 下 民 RATFOW)， 则 可 征文 连续 映 东 


映射 了 对 点 z 的 环线 数 定 文 为 
WI(f, 7):=deg{0). 
我 们 约定 ，S" 同 有 “外 法 线 " 诱 时 定向 . 
2.13 引 理 设 XX 是 定向 的 紧 致 光滑 带 边 流 形 , dimX=n 寺 1 
并 设 0X= 2 的 各 连通 分 支 赋 有 统一 的 诱导 定向 ( 战 都 起 “内 向 
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型 "的 , 或 都 是 “外 而 型 "的 ) ， 如 时 
EEC RY f=ir= FIM, 

那么 对 任何 zs 有 RAR) 部 有 玉 ( 六 习 = 一 人 

2.14 引 理 说 局 是 定向 的 紧 致 光 衫 无 边 流 形 , dimM =n， 
.EC?OM, RS 如 盯 存 在 CC? 辣 伦 圳 :~ 无 ,那么 对 于 任何 
zsR"'"\ UX MD 都 有 WW(h, 2)= WE , 2). 

2.15 引 理 设 A41 及 一 R 是 非 退 化 线性 的 射 , 刚 有 

WANS,, 0)=sgn (det4). 


这 里 
S$,=5= {xeER"™' Ix'|=p), 
并 且 5, 贮 有 “外 向 型 "诱导 定向 . 
证 明 设 有 0, 对 于 初等 方 阵 
1 


B= 月 (0), 


我 们 将 共 主 对 胡 线 上 第 1 行 的 8 换 成 


_ 8B 
(一 中 站 十 5 上 1， 
梓 竺 到 售 含 参 数 ?的 方 作 有 9) 对 于 男 一 类 型 的 初等 方 阵 


] 


| 1 
我 们 将 其 第 i 行 第 j 列 的 y 换 成 (1 一 s)y, 这样 得 到 含 参数 s 的 方 阵 
Cts). 

将 引 理 中 所 述 的 非 退 化 线性 变换 4 视 为 Cn 二 1) x 二 由 方 
7 


阵 . 非 进 北方 阵 4 可 以 经 过 初等 变换 化 成 恒 同 方 阵 , 因而 4 可 以 
习 二 41 A 
对 签 个 初等 方 阵 4( kD, 视 其 类 型 分 中 按 上 面 所 述 的 阔 法 引 
和 人 全 参数 的 方 阵 4i(8), 然后 记 
由 一 40 后) 
对 每 个 se 了 0,1], 显然 都 有 det 4 全 和 关 0， 我 们 还 注意 到 : A(0)= 4 
而 4 人 (0 是 一 个 对 角形 方 阵 ,其 主 对 角 线 上 的 数 都 十 二 1 或 者 一 1， 
并 日 det A(1)=sgn det 4. 
赃 来 考察 非 退化 的 含 矢 数 方 陈 


(2.5) | 一 0D8 TS | 


SN RS 一 COSTS 


让 内 0 这 到 1, 该 参数 方 阵 经 历 以 下 变化 


-1 0 1 0 

| 0 > lo | . 
问 到 我 们 土 闸 的 讨论 ， 对 于 det4>0 的 情形 , 订 以 通过 (2.5) 类 型 
的 套数 过 程 , 将 AID) 变化 成 单位 方 了 泗 ， 对 于 det 4<0 的 情形 ,可 
以 通过 (2.53) 类 型 的 参数 过 程 ,将 40) 变 成 这 样 一 个 对 前 形 方 阵 ， 
共 主 对 角 线 土 仅 有 单个 一 1, 共 余 约 都 是 +1， 为 引述 方便 , 称 这 样 
的 对 角形 方 阵 为 “ 拟 单 位 方 阵 ”. 

综 上 记述, 存在 同 伦 吾 将 4 变化 成 单位 方 阵 或 拟 单 位 方 阵 那 
样 的 变换 ( 视 det4 的 符号 而 定 ) ;并且 在 同 伦 过 程 中 的 健一 时 区 上 
对 应 于 访 时 刻 的 H(t *) 都 是 非 退 化 的 线性 变换 , 因而 

HUX SY)ER''NO. 
理 2.14, 我 们 得 到 结论 
W(AlS,, 0)- sgnt{det 4). 口 

2.16 引 理 设 U 和 入 基 R"t' 中 的 开 集 ,FF: 已 一 下 是 保持 
定 千 的 ( 反 转 定向 的 ) 微 分 同 胚 , 0&U 0eF, F000)=0， 则 对 足够 小 
的 正 数 & 必 上 有 
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根据 了 


Wi(F|S,, 0W)= 1 {— 1), 
这 里 


S$.=S"= {xER" |xi = a), 
并 且 "=8D*"" 赋 有 "外 向 型 "诱导 完 向 . 
2,17 定理 设 关 是 定向 的 紧 致 光滑 带 边 流 形 , dimX=n 十 ]， 
9X 一 M 赋 有 “外 向 型 "诱导 定向 , FEC (XX Rn) ,zeER™mMN FMD 是 
下 的 正则 值 ， 则 有 
WOF, 2)=deg{(t, 2). 


33 Hopf 定理 


Hoepf 指出: 映射 度 完 全 决定 了 球 重 喘 射 的 同 伦 类 . 他 证 明 
了 这 和 样 一 个 定理 ， 如 果 两 个 连续 映射 玉 , 记 :8S" 一 S$" 县 有 相同 的 
映射 度 , 即 deg()=deg(f) 那么 这 两 个 映射 同 伦 : 有 一 fi. 

在 本 节 中 ,我 们 将 证 明 推 广 的 Hepf 定理 : 设 邮 基 紧 致 , 连 
遂 , 可 定向 的 5 维 光 请 流 撒 ,feC?OM, SI (=0, 1}， 如 果 dcg[ 太 = 
Geg{tj), 那么 喘 射 无 与 映 射 上 同 伦 ， 

为 了 证 明 这 个 推广 的 Hopf 定理 ,我 们 从 更 特殊 的 情形 开始 ， 
首先 去 证 明 :， 如 昌 feC*S”, S$") 并且 deg(7 站 =0, 那 么 了 同 伦 于 常 
值 映 射 ， 

3.1 引 理 设 羡 是 拓扑 空间 .如 上 六 续 上 映射 f,g :区 一 5" 
满足 条件 


Lif)~—g0))|<2, wxex, 
那么 了 与 9 同 伦 . 
证 明 因为 f(%0) 与 gfx) 不 是 对 答 点 ,联结 这 两 点 的 线段 不 经 

过 原点 ,所 以 可 定义 


(Df tty - 
HN ToD FO rN VO De, xX 


显然 瑞 使 了 同 伦 于 g， 口 
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3.2 青 | 理 设 玉 是 5$" 的 紧 致 子 集 ,asS™MK， 并 设 下 是 以 一 

为 “极点 "的 这 样 一 个 “ 极 圈 ” 式 邻 域 : 
V:={xesS" lx 一 (一 gj < 下， 
则 存在 光滑 同上 胚 上 :5S" 一 5" 满足 条 件 . 

{i) kh)=a, h(— a= —a; 

{i) h(OCT: 

Cii) A ~ 这， 

(iv Fr!l~ id. 

证 明 设 厅 是 垂直 平分 4 与 -a 联 线 的 起 平 面 . 从 a 点 出 发 
向 超 平 面 如 作 球 极 投影 p, 则 p( 一 q)==0， 因 为 p( 罗 =K 是 末 的 
紧 致 子 集 , 并 有 卫 p( 作 = 玉 是 超 平面 厅 上 雇 0 为 中 心 的 开 贺 盘 ( 即 
开 球 体 ), 所 以 存在 he(0, ]], 使 得 4 状 cF， 我 们 定义 

89 人 若 x 关 由 


a, 若 x=& 
pe {er — px), 7 


则 显然 hh : 5 一 外 是 光滑 同 豚 ,并 且 容 易 验证 
() RD=a, h(—A)= —g; 
(i) A(K}ET; 
tii) FH: h~ id. 
结论 4) 是 结论 (ji 的 直接 推论 ， 如果 记 
Gt, x)= HO -4, 10)), 


那 笃 就 有 
GD x)=H(, hx)= "x), 
G(], x)= HO, RGN=hh = x. 
由 此 得 知 
(ivy) G: hi~ id., 口 
记号 约定 ”在 下 面 引 理 3.3 和 引 理 3.4 的 讨论 中 , 认为 圆周 中 
上 已 指定 了 正方 向 ,约定 以 [p, q] 表示 1 上 沿 下 方向 从 点 到 昌 
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上 乒 的 一 段 阔 弧 ,并 药 定 以 ( 记 轨 表示 衣 应 的 一 段 开 弧 ， 

3.3 引 理 设 tp, 相 是 圆周 $+ 上 济 指 定 正方 向 从 pp 点 到 gg 点 的 
一 盘 闭 狐 .如 旭 peC5' 9 满足 条 件 

(i) pp)= (=a, 

(ii) 的 ([P, 9])¥ 3, 
那么 @ 同 伦 末 这 样 一 个 连续 映射 必 

y= 全 Vxe[p, 4], 
P(X), VxeS\(p, oD. 
证 明 取 zeSN\ op{[p, qj) 并 设 
| hi:S\lzi—R 
古 以 = 为 极点 的 | 维 球 极 映射 . 对 于 tel, xe[p, q], 我 们 定义 
H(t, x)=h (1 Dhip (0) + thta); 
而 对 于 tel, xeESN(p, 0), 则 定义 
Hlt, x}= px). 

显然 五 : JXx5S' 一 51 是 连续 映射, 并且 吾 使 wg 同 伦 于 业 ， 口 

3.4 引 理 如 盯 feC%91, 59 的 映射 度 等 于 0, 那么 了 同 伦 于 常 
值 映 射 ， 

证 明 ( 必 轰 时 以 同 伦 于 了 的 光滑 映射 太 代 蔡 三 不妨 设 fe 
C” (S'S). 设 bes' 是 了 的 一 个 正则 值 ， 因 为 

deg(f, b)=0, 

所 以 了 7"(b) 舍 有 偶数 个 点 ( 设 为 2k 个 ), 其 中 个 为 “ 正 型 "点 ( 
在 这 些 点 处 的 “符号 "是 正 的 ) ,另外 下 个 为 “人 负 型 "点 (在 这 些 点 
处 的 “符号 "是 负 的 ). 必 有 相 邻 的 异型 点 . 不 妨 设 p, gq, ef!(b), 
徊 大 亚 型 点 , 儿 是 前 型 点 ,并 且 (p, go) 中 不 会 有 fi!(b) 的 点 ， 
根据 “唱片 引 理 ”存在 也 合 训 点 的 开 弧 (bp_, 5b,), 使 得 
(C5,b,)) 是 2k 自 两 两 不 相交 的 并 弧 的 并 集 , 限制 在 每 一 段 开 
弧 上 是 到 (5_, 5,) 的 C™* 同 胚 . 我 们 设 (p.,p,) 和 {gq., 9q,) 分 别 且 会 
和 go 的 上 述 开 强 ， 因为 f 在 记 点 邻近 是 兰 向 局 部 C= 同 胚 , 在 
9 点 邻近 是 道 向 局 部 C” 同 胚 ,所 以 (参看 图 25) 
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f(D, DC8 -9 及 一 [记忆 小 


图 25 


取 ae(b_, 并 设 pe{p_, py) 和 ge(go,q,) 使 得 f( 罗 =f(g)=a 则 
有 
(DN.aD=%. 
根据 引 理 33, f 同 伦 于 这 样 一 个 映 身 了 
a Vxelp.gq), 
1 VxES\ (p,q). 
易 见 
(a,b I) NFP, 9])=%. 
坡 b 二 a b=b,， 则 (bb') 是 含 b 的 开 弧 ， 原 像 集 f(b b' 
是 次 “2 段 丙 两 不 相交 的 主 缴 的 养 集 , f 限制 在 每 一 段 开 弧 上 是 
到 (bb') 的 C~ 同 胀 , 于 是 可 继续 施行 类 似 于 上 面 所 述 的 操 
作 。 总共 经 过 次 操作 之 后 , 可 使 
ff 
其 中 的 了 不 取 纪 入。 根据 引 理 31. 可 以 断定 六 同 伦 干 常 什 肌 射 C09 
三 一 综 上 所 述 ,我 们 证 明了 : 了 向 伦 于 常 值 喘 射 c. 品 
我 们 将 对 任意 维 的 球面 5" 证 明 关 似 于 引 理 3.4 的 结论 ， 为 
此 , 先 作 一 些 淮 第 ， 
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3.5 引 理 以 下 二 条 陈述 相互 等 价 : 

(HO), 若 feC™%S", 5S") 的 鼎 射 度 等 于 贴 了 同 伦 于 常 值 映 
射 ， 

(HO])， 车 geCIS" RNO 对 和 点 的 环绕 数 等 于 0,. 则 9g 同 伦 
于 常 值 映 射 ， 

(HO)” 若 geCs", RNO) 对 0 点 的 环绕 数 等 于 0, 则 g 可 以 
扩充 为 连续 映射 G : De 一 了 RN0. 

证 明 将 按 以 下 程序 进行: 

Ho, or 人 > HO > EO).. 

(IT) 设 连续 映射 9: 5 一 R*N0 使 得 扩 @, 0)=0. 则 连 辣 

映射 


2S_900 www 
100= TogcoT 了 一 3 


使 得 deg( 门 =0. 根据 (HO),, 了 同 伦 于 常 值 映射 c<， 因 为 g(x) 与 
了 Go 的 联 线 不 通过 原点 : 

(1 一 用 BTEFOE 取 NO， Vxes” 
所 以 g 与 了 同 伦 , 于 是 一 了 一 cc， 

(0) 设 连 绪 映 射 g ;1 一 RMA0 对 0 点 的 环绕 数 等 于 0. 

则 极 据 (HO);, g 同 伦 于 常 值 映 射 . 设 连 续 映 射 上 8 :Tx5" 一 
R"'"0 使 得 

HO, x)=g(x), Hl,x}=e, VYxEeS'". 
对 于 55(0, 1 这 ], 我们 定 久 


t 
ce Viell 一 5 1]. 


则 Fe CCxs" RerAO) 并且 
FO 一 ge， 了 ES 
工作 xc， Wiell~é, 1], xES". 
再 定义 这 样 一 个 从 pT 到 下 :0 中 的 映射 
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| 下 人 一 上 | x/ x)， 车 |x| 关 6, 
G0)= 


C， 若 | xz 雪人 
则 显然 加 ;DT 一 Rr+W0 是 连续 映射 ,并 且 G1S"=g. 
(也 ) 考察 映射 度 为 0 的 连续 映射 一 ScR"M0， 将 
了 视 为 失语 到 RN0 的 映射 , 则 有 
Wf, 0)=deg(f)=0. 
根据 (HO)" ,存在 连续 映射 广 : 六 -= RN\0, 使 得 了 FS"= 了 了 ， 对 
于 tel, xesS", 我 们 定义 
FI — tx 
HE- 让 (CE = 9 : 
”显然 HEC?OX 5" 5S", 并且 塌 将 了 同 伦 于 常 值 映射 
HO, Xx)=7 0, Vxes", 
FO) 
IFoo 
约定 车 存在 光滑 同 且 gg :; 关 一 使 得 wg (5 =n, 则 称 
【号 上 光滑 同 肘 于 (7  . 
36 引 理 设 4 光滑 同 胚 于 De ( 包 是 光滑 同 肘 于 
( 愉 扩 0 ,feC™ dB,bsevrrad) 是 了 的 正则 值 ,并 且 
deg(f,b})=0. 
假如 (HO 六 成 立 , 则 存在 FEC™A, 2\b), 使 得 
Fl64=f|é4. 
这 就 是 说 ,在 所 述 的 苯 件 下 ,可 拟 在 4 的 内 部 修改 耻 , 使 得 避 开 值 . 
证 明 不 荔 设 4 就 是 Do 人, 有 就 是 (R 0)， 光 滑 映 射 
了 :Der Rr?1 对 点 b=0 的 映射 度 等 于 0. 因而 
WF, 0)=0. 
根据 (HO);, 存在 FeCD**'R"*\)), 使 得 
Fla4=60f=f|84. 口 
3.7 定理 (Hopf 定 理 的 特殊 情形 ) 如 时 Jec's" SS 的 映射 
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五 (1 x}= Vxes". 口 


度 等 于 心 那么 了 上 同 伦 于 常 值 喘 射 . 

证 明 {对 nn 归纳 ) 根 据 引 理 3.4, 论断 (HO) 成立. 假设 
(HO), 成立 (因而 (CHO)， 和 (HO)” 也 成 立 ) ,我们 来 证 有 明 (HO),,t 
也 上 成立, 好， 如 果 FECegs 5 3 全 的 映射 度 等 于 0, 那么 了 上 同 伦 于 
常 值 腕 射 . 设 & 8 :81 一品 是 同 伦 于 过 的 范 清 同 胚 . 若 将 了 
代 之 以 gs。 fos 则 既 不 改变 它 所 属 的 同 伦 类 , 也 不 改变 蜗 射 度 ; 

Befox~f, dotpo fe =dcp(). 
我 们 在 下 面 的 讨论 中 , 将 充分 利用 这 一 事实 ， 

不 芒 设 了 三: 9 -> S$" 是 光滑 映射 ,并 设 a 和 机 4&5 是 了 的 正则 
慎 (a 关 5) .适当 选择 问 伦 于 过 的 光滑 同 且 a, :S$ -> S"m, 并 
以 有 -了 sx 代替 所 可 以 认为 : 

() 5 二 一 4 是 4 的 对 径 点 ; 

(i fF (MEU={xeS" |x~al<1), 

frV={xes" |x—b| <1); 

( 首 ) (SV (根据 引 理 3.2)， 

我 们 记 4=F, 8=F， 则 4 光滑 同 肽 于 有 (2 站 站 滑 同 胚 于 
(R""', .和 且 


deeg(f iA, 4b)=0, 
根据 引 理 3.6, 存在 FECMA, 02\Bb), 使 得 
Fl8A=7|84. 
于 是 , 可 以 定义 这 样 一 个 (不 取 5 值 的 ) 映 射 : 
F(X), Vxer, 
| 


fF) VxeS™NV. 
只 然 gECorSnr 1， Sn+D)。 央 为 
Po 一 EC <2， wxes"), 
所 以 (根据 引 理 3.1)7 同 伦 才 g: 
f~g. 
又 因为 b#g(5""), 所 凡 g 同 伦 于 常 值 吊 射 ce(x)= 一 b， 综 上 所 述 ,我 
们 已 经 证 明了 : f 同 伦 于 常 值 映射 ， 口 
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3.8 定理 (Hopf 定理 ,一 般 情 形 ) 设 M 是 一 个 定向 的 紧 致 
连通 光滑 流 形 ,dimaf=m 如 果 三, JECIOAM SS) 的 映射 度 相 等 : 
deg (5)= deg(Unh 
导 人 么 态 同 伦 于 子 ， 
证 明 不 妨 设 育 币 天 是 泛 溢 映射 记 才 = 区 ,有 < 邮 , 则 天 为 
带 边 流 形 ， 我们 约定 赋予 3X= 从 xX MU XM) "外 向 型 " 定 问 . 
取 weC™ (R, 民 ) 满 足 这 样 的 条 件 : 
l, te[0, 1/9] 01 89, 1], 
ro te[2/9, 7/9]. 
然后 定 久 一 个 只 到 Rr"*! 的 县 射 
nD ROD (te[0, 13] XM, 
Ett, 9 (tx)e[1/3, 213] x M, 
HDAC), xel2/3, XM. 
显然 巨 : 下 一 Rt 是 光滑 映射 . 记 天 = 民 ,WUK,, 其 中 
Ko=[0, 1/9] x M, Ki=[8/9,1] x*M, 
因为 ELK)=S"CR'M0, 所 以 Eh 0， 根 据 横 锥 扩张 定理 ,存在 光 
沿 觅 射 " 
Fi X— Rr! 
使 得 
Fho, FIK=EIK. 
适当 选择 同 伦 于 id 的 光滑 同 肛 x : XX 一 XX ( 归 求 gj=x vxeERy, 
并 以 下 ex 代 竺 环 可 以 认为 FF 满足 这 样 的 条 件 : 
F (0 EintA. 
这 时 4c(013, 213)}xM 并 且 4 光滑 同 胚 于 Dp"*!， 容易 看 到 : 
deg (FI4, 0)=deg(T, )= WFIAX, 0}=deg(f)— deg{ £)=0. 
恨 据 引 理 3.6 和 定理 3.7, 窒 在 光滑 映射 G : 4-= R"+\0, 使得 
Ga4= 下 154， 


我 们 记 
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FUPxh (SEUXMNMNA, 


ng {oe Qh X)EA, 


hn) 

EC 

显然 HECI(IX M, g) 是 从 刀 到 三 的 同 伦 ，” 口 
练 习 I 


1.1， 设 pi 是 一 个 复 系 数 党 项 式 , 则 pp 类 定 了 一 个 从 复数 球 
面 € 祠 驹 到 EC 必 5? 的 映射, 试 计算 这 映射 p 的 映射 度 ， 

1.2. 映射 xg: 5 玉生 尺 为 : 0)= 一 x,， YXxES"， 试 计算 

1.3， 设 feCMs"*, 5S"), 则 有 

ta) 如 暴 deg( 站 ) 关 1, 那么 存在 x,ES" 使得 C0)= 一 如; 

(tb) 如果 deg0) 关 [一 1 那么 存在 E35" 使 得 (x)=%， 

I4. 设 f,geC%S”, 5S*”), 考 察 这 样 三 个 映射 f,g 和 g。f. 试 
证 其 中 某 个 映射 必 具 有 不 动 点 ， 

开设 feC*(S”, 5”)， 则 或 者 了 其 有 不 动 点 ,或 者 存在 z， 
JES 个 得 六 cc 三方， f On = Xo- 

16， 设 了 gsC"S", 3) 试 证 gs 7 同 伦 于 了 97， 

17，8 具有 处 站 不 为 0 的 切 向 贡 场 的 充分 必要 条 件 是 :nm 为 奇数 ， 

18. 设 FECI ER Re 试 证 存在 xER ANf0 和 4 到 使 得 

FO)= Mx 
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第 十 章 ”局 部 映射 度 ，Leray 乘积 公式 与 
Jordan Brouwer 分 离 定 理 


$1 有 映射 度 定 义 的 局 部 化 


在 许 包 问题 里 ,常常 需要 了 解 ， 有 名 少 xe 如 能 使 得 六 xz] 一 六 

(这 里 介 是 流 形 上 的 一 个 升 集 .) 至 少 希 望 能 估计 
(RN O09) 

的 下 措 . 为 此 日 的 ,我 们 来 考察 局 部 映射 度 deg(F, 如 ,y) (常常 简 
单 电 记 为 dif, 全,y). 

1.1 基本 约定 ”在 本 节 中 , 设 M 和 是 定向 的 光 滞 流 形 (不 
带 边 ]，dimM 一 dimN=n; 并 设 介 是 用 的 开 了 于 集 ,其 闭 包 台 是 紧 
致 的 . 我 们 还 约定 记 


n= 人 只， 
1.2 定义 对 于 feet ,NNC~(Q,N) 和 yeN, 如 旧 
fl EN\ yy}, fh, 
那么 
fF WNQ=f WN 
是 刘 中 的 有 限 点 集 , 因 府 可 定义 
deg(f O27)= Db Sgnf,p: 


PEQN ly} : 
1.3 引 理 ”在 1.1 的 假定 下 ,如 果 feC"(@ ,NNC” (02,N) 
起 一 站 贡 和 Je 通 合 条 和 侍 
0) fgy, FOO EN {YY}, i=0,1; 
(2) 存在 连续 同 伦 五 : 旋 ~~ 也 使 得 HOX 0cN\y), 
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奢 么 deg(ho, 中 =deg( 帮 下, 月 ， 

证 阴 ” 先 将 NN 光滑 地 构 人 到 有 之 中 (的 定 把 及 中 的 范 数 记 
为 | ， 上 ,了 肥 离 函数 记 为 4d), 设 栈 是 NN 在 R* 中 的 管状 邻 域 ，y ， 
肪 -~ 六 是 相应 的 管状 收缩 映射 . 通过 适当 的 技术 处 理 , 不 妨 设 同 
伦 映 射 豆 适合 以 下 这 些 和 条 件 : 

(i) HeCIR XW , N); 

.. Jf Viet- oo,13], 

HE, 一 ‘), Vte[2/3, + o0); 

《ii H(RxXa2) ESN, fy}. 
根据 Tietze 扩充 定理 , 木 妨 设 连续 映射 互 : 取 x 吕 :> NOR 已 扩 
充 为 HECHR x M,R*Y. 

因为 HUX202)SN 和 所 以 

HOXEQ) NY -0 =@. 


取 5>0, 使 得 
{qe Rld(g, HOY RY <s}ET; 
并 限 6e(0, ef/2), 使 得 
d(H UXO), y-'(y)) > 26. 
作 二 的 光 洪 还 近 GeC™{R x iM,R*). 使 得 
Gf, x)— H(t,x)<6, YH,x)eRxD. 
选取 jEC“{ 民 , 民 ), 适 合 条 件 
"(t= 1, Yte [279，779]， 
[ss YiE(L9，219JU(719，819)， 
n=0, YreR\(19, 8)9). 
并 记 A= {4eR*|il4<5}。 然后 定义 这 样 一 个 映射 - 
PDEsX, =TNDCGE, 十 人 十 (一 外) 再 (tx 
人 ER 及 ，xe 恕 ，2E4). 
对 ?ff99>0 和 7 的 =0 的 情形 分 别 进行 验证 , 可 条 
(SIRxQxAhy. 
根据 含 参数 的 横 截 性 定理 (第 5 章 定理 5.6) ,存在 ioe4 ,使 得 
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(DIRxQx{0)) hy. 
我 他 记 
F(t,x)= D(x, ho). 

则 下 ECIHRX 如 ,和 NINNCY 恨 x 和 ,Nj) 洪 足 这 样 一 些 条 件 : 

fy) Yts19, 

人 re =|) Vi>879; 

(1) F(RxON0 CN ty}: 

(HH) (FIRxX 2) 中， 

依照 则 的 定向 赋予 其 开 了 集中 S 邮 定 亲 ,然后 赋予 了 xB 以 
乘积 定 问 . 于 是 了 Xx 妈 的 定向 在 Gx8 和 1x 吕 上 分 别 诱导 出 “内 
问 型 ?定向 和 “外 向 型 定向. 对 于 i=0,1, 我 们 定义 映射 

:RiXgQ, 


pir (i,p). 
易 见 jj 基 保 持 定 和 问 的 光滑 同 肛 对 于 上 = F(XR), 显 然 有 
【1.1 f=F°j, i=0,1. 


集合 FO)NUXQ)= 了 FT)NGX 如 ) 是 Jx 吕 的 紧 埃 的 1 维 正 
则 子 流 形 . 对 于 羡 =ITx 人 2 和 了 =N3 引 用 第 九 章 的 命题 1,6 和 注 记 
1.7, 可 以 断定 : 
(A) 划 果 Z=F-UnCGExB) 的 某 个 连通 分 支 的 两 个 端点 
(0,p) 和 (1,9) 分 属于 “两 岩 "0xR 和 1x0, 那么 
Sen(Fo), an. = Sgn(F ,on; 
据 些 并 利用 (i.1) 可 得 
(1.2) Sgn(fo),p = Sgn ),.; 
(B) 如 果 纪 = 了 fT(y) 人 (XR) 的 某 个 连通 分 支 的 两 个 端点 是 
45r) 和 全 ,5 (属于 “同一 岸 芋 < 如 ,110,117 那么 
Sgn(Fi), en +SgnE c=0, 


因而 
(1.3) Sgn(fi).. tSgn(f), :=0, 
对 于 (i,x)eF ON)NGix 2) 求 Sgn{ 有 7. 之 各 ,利用 上 面 得 区 
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的 {1.2 世 和 (1.3) 式 就 得 到 
(1.4) dcg(fo, 2.7)= deeth, ,7). 
这 样 ,我 们 完成 了 相 理 的 证 明 ， 口 
43 引 理 设 feCMa,N) 适合 条 任 
MEN) EN 1y}. 
则 存在 ECYN,NJN CY (2,N) 各 EC'YXx 如 ,NN), 使 得 
fo ho y: 
(2) HO, = ), Hl,' )= fA: ) 
(3) HOUXED) EN {yp} 
证 明 将 丸 光 浴 地 所 入 RY 药 定 把 RR* 中 的 范 数 记 为 上 * 站， 
距离 晴 数 记 为 四). 设 丁 基 六 在 RR* 中 的 管状 邻 城 ,并 设 
?一 
是 相应 的 管状 投 且 (管状 收缩 矣 射 )， 则 存在 2>0, 使 得 
{geR*|d(g, F(RN)<e} oT. 
因为 人 OO)EN\ {yl, 所 Fon) Ny (0)= 2. 性， elf2), 
使 得 
(1.5) da 90) > 256, 
根据 Tistze 定 奸 ,不妨 设 连 扶 股 革 
TT: NR 
已 扩充 为 JECIOOM ,RS 选择 了 的 光滑 表 近 ge C” (0M, RS ,记得 
Gi) ghy fy), 
(i) dg(x)—ftx) <6, Wxen. 
然后 定义 这 样 一 个 映射: 
GX) =X + D9) — /0)). 
根据 .5 和 5 所 满 是 的 条 件 (i), 可 以 断定 
gGoONYy (=B, GU Ny (r=. 
我 们 定义 
hh=y°g, NH=y° G. 
容易 验证 ， 下 和 五 满足 引 理 的 全 部 要 求 ， 口 
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15 定义 设 FEC(8 ,AN) 通 人 台 茶 件 f{8QYSN {fl} 根据 
引 理 1.4, 存在 eC? ,和 NC™(Q,N) 和 HeEC?X 有 ,人 ,使 得 

0) hhay; 

(2) HO, ~ )=(*), Hll,* )=f(") 

(3} HUX 00) CN {yl}. 
我 们 定义 

deg(f, 2,7) := degtfo, D2,y). 

1.6 命题 定义 1.5 确 当 泡 歧 义 ,并 且 所 定义 的 deg(f, 人 2,y) 
有 这 样 的 同 伦 不 变性 ， 如 果 存 在 GE CIx 2 ,NN), 使 得 

(1) GO 2 )=f(), G( )=9(:), 

(2) GU xX 2) EN {py}, 
那么 

deg(g, 2,y)=deg(tf, 2,y). | 


$32 Leray 懂 积 公式 


设 只 是 R 中 的 开 集 ， 吕 是 紧 致 的 , 本 节 考察 fe C(t02,R") 
的 映射 度 , 这 部 分 内 容 有 很 广 的 应 用 向 . 为 了 便于 查阅 ,我 们 首 
先 综述 此 情形 映射 府 的 一 般 性 质 , 然 后 证 遇 Leray 乘 各 公式， 

首先 , 设 geC*( ,RY)NC”~C0,R")，g(60)cR"\{y} 并 且 
(gl 吕 ) 丽 ，， 对 此 情形 ,我 们 这 样 定义 映射 竹 : 

deg(g, 02)= 2 Seng 
Peg (en 

其 次 , 对 于 一 般 的 feC? (2, R") 和 yeR""\ (80) 存在 ge 
CAD RYINC™ C0, RY 和 WM HEC (LIXH, R"), 使 得 

( (gionuhy; 

2) 开罗 一 下 -五 人) 一 多 

G) 五 ULxapJcRev TD. 
我 们 定义 
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deg(f, 202,7) := deg(g, 2,))} 
tdegf ,人 ,yy) 演 带 简写 为 中 :于 让， 
2.1 定理 如 上 所 述 的 喘 射 变 具 有 这 样 一 些 基 本 性 质 : 
(d1) 标准 性 设 id 是 R" 中 恒 同 映射 的 限制 ，ysQ, 则 有 
d{id, 2,y)= 1; 
{2 区 域 可 加 性 设 Q(45A) 是 有 限 个 两 两 不 相交 的 如 的 
开 子 集 ,并 设 


yeR"\f(D \Ve), 
则 和 
df 0 7) Ed, Qiy); 


{d;) 同 伦 不 变性 加 果 FeC Cx 有 2, 民 ") 使 得 
F(xo0) CR" {y), 
那么 对 于 FG*)= Fl: yeC*0.,R") 有 

好 (下 和) 人 (FT 了) viel, 

(d4) 平移 不 变 设 jEC0(R ,RY, ysR™ (002), 则 有 
df 2,y)=d(f-y, 0,0). 

2.2 注 记 可 以 证 明 , 性 质 (d1) 一 (dy) 完全 决定 了 CQ,R”) 
2.3 定理 如 上 所 述 的 映射 度 还 县 有 以 下 这 些 性 质 : 
(d;) 切除 性 质 设 兵 是 含 于 台中 的 其 致 集 ，yg ARKJU CaOC)， 


则 
df 2 = a, NK,y) 
(在 td;) 中 取 A={1), ,= 人 \ 玉 即 得 ); 
(ds) Kronecker 存在 性 质 ”如果 yeR"\ 了 (30) 使 得 d(f,02,y) 
了 0, 那么 
ff WMNOAD; 
{td7) 由 边界 值 唯 一 确定 设 C(a ,Rr) 中 的 映射 了 和 引 满 足 
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菜 件 202=g|692, 则 对 于 yeR"\f{6842) 有 
df 0,.v)=d(g, 0,y) 

(在 (6 中 联 F(x)= (1 一 耻 7(2) + ty(2)); 

(dg) 设 yeC(R" fC602)), 则 

df, ,7700)=4d(0,0,7(0), Ytel 

应 用 (dd 于 A702.0)). 

2.4 注 记 报 所 (dy), 对 于 民 "\f60) 的 一 个 连通 分 支 中 所 有 
的 y, 蝶 射 度 #0 如 ,站 都 是 同样 的 .车 集合 4 含 于 Re" (88) 的 
革 一 个 连 遂 分 支 之 中 ,由 可 定义 1 

df ,A =d(f, Ny) GEM. 

2.5 引 理 设 栈 是 R" 中 的 紧 致 集 ， 4 是 RR" \ 厂 的 任意 一 个 

连通 分 支 , 则 
64=A4\AET. 

证 明 ”RR"\ 古 的 各 连通 分 支部 是 并 集 . 4 中 的 点 都 是 4 的 内 
点 , 共 他 连 道 分 坎 中 的 点 都 是 4 的 外 点 . 因而 4 的 边界 点 全 在 荆 
tt, BI A=AN AST. 口 

2.6 定理 (Leray 狐 积 公式 )〗 设 fECI0,R"), yeCHR",R"), 
zeER"\ gtf (002). 

{ds) 如果 RM 了 02) 是 连通 的 (不 存在 有 界 的 连通 分 去 )， 
那么 

dg f, .0,2)=0. 
(dio) 如 果 有 Fo2) 的 有 界 和 连通 分 支 为 由 ,A4,, 那么 


d(g°f, 22) = df, 0, Adtg, 42)， 


t= 
证 明 因为 09 \ 人 紧 臻 ,并且 z#g(j(22), 所 以 可 设 
d{(z, q(T (600) > 26>0. 
选取 gsC” (R",R") ,使 得 
(DD) gt) gt}H<6, Vyeftn); 
Q) gh ;. 
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我 们 定义 


.1) Gv)= 9 + ty) ~ gy)), 
并 记 

(2.2) H(t, x)= G{t, fx). 

则 而 


(i) HO )=g°* fF(*), HOA,* j=9° Fl ); 
Gi) HUXON)ER"\{z). 


因而 有 
人 .3) d{g°o 六 如 了 = 人 9 六 ,3 
取 足 够 大 的 p, 使 得 F( 哥 )< Bo, 并 约定 记 


K= Bp. 
设 R''\f(60Q) 的 连通 分 支 为 如, 4 4, 其 中 仪 4 如 是 无 界 连 道 
分 支 . 因为 加 门 和 Ai(i= 1 都 是 紧 致 的 ,所 以 可 设 
ga 人 40 让 天 = {hop pos 
yi (2) NAi= {yon, ey}, i=1,",r. 
简 记 为 y;;, 并 记 
E={yyli=0, ,7; j= 1,.…,81}. 
因为 ECR 了 008), 所 以 存在 ze(0,p), 使 得 d(E,f(02)>2g, 到 
eC™ CR",R"), 适 合 条 件 
C1) | neo 一 rzxil<s，Yxeo 
fIT) 态 hh y,, i=0, ,7r, j=1,.,8,, 


以 下 将 


i i} 


t,x)=FX) + x)). 
则 有 
(2.4) (A Fl,* )= f(t" ), 
FUXON) CR FE. 
约定 记 


m= df, 2A)= dh ,2) = dh, ,yy,) 
(i= 0,…,r, 量 然 on= df ,An)= 0); 
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fui=Sgn(g),y, 全 0， 1 3 
做 了 以 工 准备 工作 之 后 :我 们 米 证 明 Leray 污 积 公式 . 鉴于 


站 (JS 并, 至 然 有 
QaN(g T= 2Nfr (gr NK)= QANF (EY. 


计算 得 到 
d(g° ff, 0,7)=d(g" ,0,2) (依据 (2.3)) 
=d(g° fi, 02,72) {依据 (2.4)) 


二 Sgn(g ° f),,, 
电站 六 fp" hy 全) 


= Sgn ef),, 


PE 人 六 FEED) 


2 


r 
i=D j=!] (ab, 


Sen(f)..,) 


如 果 =0, 那么 监 于 mo=0, 我们 得 到 (do0): 
dty° fF,7)=0. 


如 果 了 > 人 ,那么 
Dd (Ff, 2, A dy, A 2)}=P od(g1, Ai, ?2) 
i=1 i 一 ] 


我 们 得 到 {di0): 


d(g of, ,2)=Y df,0,4) dg,4z). IO 


2.7 注 记 dl(g° 了 0,z) 由 g "了 在 人 上 的 值 (其 至 是 由 g*f 
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在 62 上 的 值 ) 所 决定 . 因此 只 须 weCotr2y 卫 7) 就 能 确定 
4g(9 6 下 人 ,2z)， 对 这 情形 , 先 用 Tielze 定理 将 扩充 为 ECSR7 ,R)， 
然后 引 几 Leray 谱 积 公 臣 就 得 到 
d(g°f,02,2)=2, d(f, 2, di dl(g, di,7). 
这 里 "站 示 仪 对 也 含 在 了 (2) 中 的 那些 hi; 求 和 ,因为 对 此 
他 的 连通 分 支 4 有 
d(f, 2,4")=0. 


$3 Jordan-Brouwer 分 离 定理 


Jordan-BITouwer 分 离 定 理 是 著名 的 Jordan 阳线 定理 的 一 般 
化 .本 节 将 利用 Leray 溢 积 公式 证 明 Jordan -Brouwer 分 离 定 理 ， 
然后 介绍 该 定理 的 若 于 重要 应 用 . 

3.1 定理 设 C 和 大 是 取 " 的 紧 致 子 焦 , 它 们 之 间 存 在 同 胚 
里 射 :CC 一 荆 ， 则 有 RC 和 RR"\T 芽 有 同样 儿 个 连通 分 汉 ， 

证 有 姐 设 RN\C 的 连通 分 支 为 D,…,D,{ 其 中 Do 为 无 界 连 通 
分 变 } 设 入 从 大 的 连通 分 支 为 二 4 其 中 4 为 无 界 连 通 分 
玄 )， 我 们 先 对 0<r< 十 co 情形 证 时 = s， 

引用 Tietze 定理 ,分 别 将 

2C- 丰 和 有 :=C 
扩充 为 连续 映射 

了 ,到 "> 下 ”和 gg; Rr R". 
考察 有 "人 C 的 有 界 连通 分 支 及 .因为 apiceCf 引 理 2.5), 所 以 
(3.1) g° fx)=x, VxEoD. 
设 RW 了 (2D,)= RM h(6D) 的 连 道 分 支 为 本 ，…， (其 中 5 为 无 
界 连 通 分 支 》 注意 到 人 9.1) 式 ,， 鉴于 映射 度 的 性 质 但 1), (47) 和 和 
(do ,对 YsD; 我 们 有 
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9 
1=d{(g° f, Dy)=2 dh, D,, Ed(g, Er,y). 


另 一 方 血 ,因为 
(1) 4 是 R™ 厂 的 连 道 分 支 ; 
(2) Ei 是 和 Rf(6D) 的 连通 分 支 ; 
(3) EDcC, HOD)Ef OC)=T, RV\TCOR", OD.), 
所 以 每 个 4 包含 在 某 个 确定 的 Ei 之 中 ,特别 有 
G3.2) 40c Eo. 
又 因为 


xeRe A=T = g(x) e CcR™D,, 
0 


所 以 对 于 yeD, 有 


G.3) oO)= U4 
对 于 yeD; 和 上 >1, 由 人 .2) 和 (3.3) 得 到 
(3.4) 9 NES Uy 4 
我 们 还 注意 到 : 对 于 包含 在 E, 之 中 的 那些 有 界 的 4 显然 有 
(3.5) d(f, DD, 4)=0. 
于 是 
1= bad.D, Ed(g, Ey)= > se dD A) dg, by) 


= A D, A)d(g, dj,»)= La, D,, A)d(g, 4,, D,). 


交换 了 与 9 的 地 位 ， 也 有 类 做 蔬 会 式 . 因而 有 有 
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(3.6) 1= 4, D,, 4) dg, 4h.D,), 


3.7) 1= Dd(g, 4h;,D) d(f, Di, A). 
1 一 


对 i=1,…,r 将 (3. 外 式 求 和 并 利用 3.7) 式 就 得 到 


以 上 对 有 <r< +ce 情 形 证 明了 定理 ， 

用 下 和 曾 所 述 的 办 法 ,可 以 将 已 证 明 的 结论 所 展 到 
0r<+ oc 情形 ,首先 , 取 足 够 大 的 二 实数 p, 使 得 CUTSB,. 
约定 记 下 = B,, ,六 记 

C=CUaK, T=T UAaK. 
显然 C' 和 栈 ' 都 是 紧 致 集 ,并 日 它 ' 同 且 于 古 '， 另 一 方面 ，C!' 与 
三 的 有 有 界 连 道 分 支 的 数 有 自分 别 为 
六 一 rr 十 ] 上 与 s'=8+1，, 
且 显 然 布 0< 六 二 + 加， 根据 前 面 已 经 证 肯 的 结 些 


r'=8", 


内 1 了 7 一 3， 

如 朵 f= 十 cs, 那么 必 有 s= + ee. 理 则 ,根据 上 茄 的 讨论 ， 
站 和 甩 5< 十 后 ,可 得 上 = 一 < 十 ce ， 

全 此 ,对 所 有 的 情形 ,我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 口 

3.2 定理 (Jordan ~ Brouwer 分 离 定理 ) 如 果 McR*+! 是 球 
上身 S* 的 同 且 司 ,那么 R*+ MM 恰 有 商 个 连 授 分 支 , 并 引得 个 连通 
分 支 的 边界 都 是 M. 

证 明 首先 ,由 引 娃 3.1 可 知 ， 了 RNAa 恰 和 有 了 两 个 连通 分 支 ， 

设 为 4 和 4 都 是 R"*! 中 的 开 集 )， 其 次 ,在 引 再 2.5 中 ,我 们 已 
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经 证 明了 
04cM，i=0,1. 
因此 ,留待 证 明 的 仅仅 是 任何 geM 都 是 4 和 4 共同 的 边界 点 . 
任 取 4 在 Re 中 的 一 个 并 邻 域 F， 设 上 疡 是 从 8 到 邮 的 同 胚 
映射 ， 4 =h(p)， 在 5S" 上 , 取 以 p 为 中 心 的 4 维 " 并 图 盘 式 "分 域 有， 
使 得 


htBIEVINM. 
因为 SA\B 是 4 维 *“ 闭 圆 盘 式 * 紧 致 集 , 所 以 站 (SB) 不 能 分 离 
R"+1， 央 而 有 R"+\A(S" BY 中 的 连续 曲线 ，, 使 得 
YOEA, yDed. 
丁 是 ,存在 TE(0, 1), 使 得 


YE RB). 
我 们 记 
T=inf {refly(r) ERB)}, t=suplrelly(r en(B)!. 

则 有 

yr)eh( Bcr, i=0.1; 
并 且 有 

HO0, To A, yl, iDS A. 
于 是 ,存在 Et0,z 和 te(Ti,1), 使 得 


hts" BE) 
和 
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?ftEF 4，1=0.1. 
因 谭 
VAAD, i=0,1. 

这 证 明了 4g 是 A 和 4 共同 的 边界 点 ( 矢 看 图 26). 口 

3.3 定理 (区 域 不 变性 定理 ) 设 U 是 R"*''!' 中 的 开 集 , hi: U 一 r 
cR"i! 是 从 U 到 VF= 有 RU) 的 同 胚 跨 射 ; 则 六 也 是 民 "+' 中 的 并 集 ， 

证 明 ”对 任意 的 4= hlp}eW, 取 一 个 以 p 为 中 心 的 n+1 维 闭 
球体 DU， 于 是 Rifep) 愉 有 两 个 连通 分 支 : 4 和 轴 . 和 乌 
个 连通 分 支 都 是 R**! 中 的 开 集 .因为 WW=hintD) 是 R** Mh(D) 
中 的 连 道 集 , 所 以 必 有 一 个 4= 4i(is 人, 17) 使 得 

WoA. 

下 座 将 证 明 :， 实际 上 只 能 有 全 = A{ 因而 具 可 能 是 Wr= 4)}. 

假设 到 至 4, 则 集合 

RN AD)= OR hODDN WW= (A A WwW 

经 但 有 4 的 点 ,又 含有 入 的 点 ;并且 站 41=， 但 这 与 h(D) 
不 能 分 离 及 "的 事实 相 了 矛盾 

我 们 证 明了: 对 于 站 的 任意 一 点 4, 存在 4 的 开 律 域 扩 =Ac 
FT， 央 而 天 是 一 个 开 集 口 

3.4 定理 ( 维 数 不 变 性 ) 设 UU 是 民 "t! 店 的 开 集 ， 玉 是 RR*+! 
中 的 开 集 . 若 世 同 肘 于 已 则 必 有 六 = 于 ， 

证 明 用 反 证 法 . 假设 m>n， 因 为 存在 从 = 取 r++ 到 

reRrticR™+! 

的 同 胚 ,所 以 是 Rw! 呈 的 开 集 ., 但 这 与 
VER"™! npn<m 


相 牙 厦 . 因 稚 只 能 有 mm 所 4、 同样 本 证 所 mm. 口 


s$4 紧 致 超 曲 面 的 分 离 性 质 


44 定义 及 的 任何 一 个 连通 的 二 维 光 滑 正 则 子 流 形 被 
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称 为 (Re 中 的 ) 超 曲面 . 

本 节 计 论 及 中 紧 致 赵 册 面 闻 的 分 离 性 质 . 将 证 明 
RM 恰 有 两 个 连通 分 支 ,这 崎 个 连通 分 点 以 册 为 共同 的 边界 ， 
Re aag 的 无 办 连通 分 支 DD 被 称 为 寻 部 区 城 , 有 异 连 通 分 支 Di 被 
称 为 内 部 区 域 ， 指向 外 部 (或 内 部 ) 的 "法 方向 "在 季 上 诱导 出 确定 的 
定向 . 国 而 任何 一 个 紧 致 的 超 遇 面 好 都 是 林 定 向 的 , 这 一 重 本 
事实 将 在 第 十 二 章 32 的 讨论 中 用 到 . 

4.2 引 理 设 人 MM 是 R"*' 中 的 紧 致 的 超 费 曾 ，geER"*" MM. 
草 对 于 任意 的 peM 和 op 点 在 民 "! 中 的 任意 开 邻 域 不 , 存在 
RN 中 的 连续 遇 线 将 9 点 与 所 中 的 蒜 个 点 联结 ， 

证 明 首先 , 记 

E= {pe Ml|p 点 满足 所 述 的 归 求 }. 


我 们 将 证 明 : 

(1) 五 关中 

【I) 王 是 好 中 的 既 井 县 闭 的 集合 . 
以 上 两 项 得 到 确认 之 后 ,根据 M 的 连通 性 ,就 可 以 新 定 E= ad 从 
而 完成 引 理 的 证 明 . 

(了 的 验证 因为 季 基 紧 致 的 ,所 以 存在 ppEJM, 使 得 

d (po, 9) = d(M, q). 

联结 po 点 与 9 点 的 直线 段 除 了 端点 po 而 外 全 在 RM 之 中 ， 
可 见 pyeE. 

{ 卫 ) 的 验证 ”对 于 任意 的 pe MM 存在 p 在 民 " :中 的 关于 1 
为 正则 的 开 邻 域 ,使 得 UN {RT M) 恰 有 两 个 达 授 分 支 , 并 且 
UM 恰好 是 这 两 个 连 遂 分 支边 界 集合 的 交集 . 若 p 的 任何 一 个 
邻 域 中 都 有 点 能 用 有 \ MM 中 的 连续 曲线 与 g 点 联结 ,显然 UN 作 放 
中 的 任意 一 点 p' 也 具有 同样 的 性 质 . 这 证 明了 五 是 JW 中 的 开 集 ， 
仿 此 可 忆 证 明 E 是 中 的 闭 集 . 站 

4.3 引 理 设 邮 是 下 "中 的 紧 致 的 超 曲 面 , 则 有"+AAA 至 
多 只 有 上 师 个 连通 分 支 ,并 有 日 每 个 连通 分 支 都 以 M 为 其 边界 集 ， 
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证 明 ”任意 取 定 一 点 pe 村 ， 设 局 是 了 点 在 民 "*! 中 的 开 邻 域 ， 
UNR"*M MD) 恰 有 两 个 连通 分 支 和 Ui, 并 且 UNM 拾 好 是 如 
的 边界 集合 与 UU 的 边界 集合 的 交集 合 . 任何 9eR"*""\ M 都 可 用 
Re+ivaA 中 的 连续 曲线 与 加 或 如 中 的 点 相 联 结 ; 所 以 民 "T AM 至 
多 只 有 两 个 连通 分 支 ， 

因为 点 可 以 在 MM 上 任意 选取 ,并 且 对 于 p 在 民 ”*' 中 的 任意 
一 个 开 分 域 让, 存在 US W 具有 上 和 闸 所 述 的 性 质 , 所 以 MM 的 每 一 
点 都 是 R'''"\M 的 各 连通 分 支 的 这 界 点 ， 口 

4.4 引 理 设计 是 R*+! 中 的 超 易 面 ， 9eR"'^\M, 8 是 这 样 
一 个 映射 

:MS", 
光纤 
“一下 
对 于 veS*cRR"1 考察 射线 
. ro= {9q9+tv1te(0, + oc 外. 
我 们 断定 
oh v <—> Mh ro. 

证 明 我 们 来 考察 放 入 映射 

:MM- Rr! 
和 上 映射 已 的 扩充 
全 : R"*+!\ {9g} 一 S$", 


x 
GO 
|x—al 


易 见 对 任意 的 ve5" 痢 有 
@ hs, Ov)=,. 
根据 第 五 章 的 引 理 5.5, 可 以 断定 


9° yy 由, <> 小 P， ， 
这 就 是 
oh oo> Mhr. 口 
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4.5 引 理 设 邮 是 Rn 中 的 紧 致 的 超 曲 面 ，9 和 中 是 
R**" MM 中 的 两 点 ,并 且 从 9g 点 出 发 通过 gg, 点 的 射线 与 MM 相 横 
鹤 . 如 果 该 射线 上 从 g) 点 到 中 点 的 线段 与 好 相交 天 次 ,那么 

WtM, 41)= WlM, q2} + k (mod 2). 


证 明 首先 取 
1 一 dd} . 
|g,— ail 
然后 ,对 于 i=1,2, 考察 喘 射 
0 : Mo— S", 
pe ~ 0 
* |x ~ qil 


和 射线 
r= {twited,+o0)). 
根据 引 型 4.4, bv 是 8 和 6, 共同 的 正则 值 . 还 容易 看 出 : 
O70)=#070)+k (mod 2). 
WM d= WM g++k (mad 2). 口 

4.6 引 理 设 订 是 R 中 的 紧 致 的 超 曲面 ，di 和 gs 遍 于 

RN M 的 同一 个 连通 分 支 , 则 
WH, 9) = WM, gq»). 
证 了 明 设 g, 是 民 *M\ MM 中 联结 gq 和 gj 的 连续 肌 线 , 则 


i 
U(X) = 下 = (tt, XY ELX MI) 


x 
是 映射 饭 与 多 之 问 的 同 伦 映射 , 因 币 
WM, gjJ= WM , gq,). 口 
4.7 定理 设 币 是 及 ”中 的 紫 致 的 超 曲 面 , 则 RS af 恰 
布 两 个 连通 分 才 : 无 界 的 连通 分 支 
Do= {9 ER \ MI WA(M,g)=0} 
和 有 界 的 连通 分 支 


202 


万 =19ER \ MIW(M,g)=1}. 
证 明 尾 取 一 点 pe 前 , 设 1 是 好 在 p 点 的 法 线 , 则 


Lh, Mm. 


于 是 ,存在 1 上 的 两 点 qo 和 gi, 使 得 在 qo 与 所 之 闻 !1 与 放 的 交点 
只 有 单独 一 个 卫 点 (练习 J9) ,根据 引 理 4.5， 
WM,)= WM, go) +1 (mod 2). 

不 妨 设 goE Do，gqiED, . 因而 Do 和 DD, 都 不 是 空 集 ， 

我 们 注意 到 这 样 一 些 重要 事实 : 

(1) 及 "+IA M=D, UD, DD,= 

(2) R"t'\ M 至 多 只 有 两 个 连通 分 支 ( 引 埋 4.3), 并 是 每 个 连 
道 分 支 完 全 包 合 在 某 一 个 确定 的 房 之 中 全 | 理 44.6)， 

因为 pu 和 都 不 是 空 集 , 所 以 Re 三 恰 有 两 个 连通 分 支 ， 
这 两 个 连通 分 光 就 是 Ds 和 Di， 还 容易 证 明 (练习 于 10): Ds 是 无 
界 连通 分 支 ， 是 有 界 连 遂 分 支 ， 口 


练 习 J 


1. 《推广 的 Rouche 定理 ) 设 吕 是 下 "中 的 有 和 异 开 集 ， 
也 9ECoPD R 如 时 jg 人 < Yxssea ,那么 
dtlf+g, 2,0)=d(, £2,0). 

J].2. 设 f 了 eCiR",R"), D=D 是 R" 中 以 原点 口 为 中 心 的 闭 
单位 球体 . 如 上 凡 f(6D)= 6D, 邢 入 407,D,0)= (4d(f,D,0))"， 这 
里 了 f=。 了 Ww 表示 m 个 了 的 复合 . 

J3. 设 U 是 R"* 中 的 有 和 界 开 集 ,WF 菇 R* 中 的 有 异 开 集 , fe 
CUU, RY), geC(F, RY), aeR"™T (HU) beR"™\g(6F). 着 


(fg) iUxXV -RxR’" 
CD ~ CF), g (2)). 
试 证 明 dF,g), UX V, (a,b)=d(f,U,a)dtg, Vb). 
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J.4， 约 定 以 (，,。 :表示 Euclid 空间 R" 中 的 内 积 , 设 fe 
CR”,R")} 满 足 条 件 
Lo 0 
lxi + oo | xj 
求证 FOUR) 一 及 "， 

JS 设 下 是 及 中 的 闭 集 . 求证 税 “ 人 下 至 移 具 有 可 数 个 
连通 分 支 . 

J.6， 设 下 是 有 or: 中 的 闭 集 ， 忆 是 Re 的 一 个 连通 分 注 . 
求证 QUF 是 民 “ 中 的 财 集 . 

J.?， 分 别 华 出 满足 碎 下 条 忻 的 例子 (在 各 小 题 中 ,要 求 只 是 
RR 中 的 有 界 开 和 集 ,并 日 要 求 feE CYAD ,RR"*') 不 是 常 偿 映 射 ): 

(a) Ri ra 是 连通 的 ; 

tb) R"TT F(R2) 不 连通 ，A 是 其 雹 界 连 通 分 支 , 却 有 

A DO) FD; 

(ec) R"T NA(60) 不 连通 ,并 且 至 少 存 在 某 一 个 有 界 连 道 分 支 
4, 使 得 4 站 AD)= 台 . 

J.8. 设 UU 是 R"' 中 的 开 集 ,并 设 上 :> 有 R 是 连续 的 单 
映射 试 证 了 = FED 也 是 及” 中 的 天 集 ,并 内; 一 了 是 同 是 
野 射 . 

J9， 设 MM 是 民 "*!' 中 的 紧 致 起 曲面 ，psM, 1 是 M 在 p 点 的 
法 线 . 求证 存在 上 上 的 两 点 go 和 g, 使 得 在 四 与 人 之 间 与 邮 
的 交点 内 有 Pp 点 ， 

JI0. 设计 是 民 "+' 中 的 紧 致 超出 面 . 求证 存在 实数 KK>0， 
使 得 内 要 geR"™i, gl > 天 ,就 有 WCUM,g)=0. 
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第 十 一 章 ”相交 数 ,向 量 场 奇 点 的 指标 
与 Poincare - Hopf 定理 


31 模 2 相 交 数 


L1 定义 设计 是 紧 致 光滑 流 形 ,NN 是 光 谢 流 形 ,5 是 评 的 闭 
的 正则 子 流 形 , 并 且 
dimM + dims=dimN. 
如 果 卫 : MM 一 入 蚌 光滑 映射 ,适合 条 忻 
rhs, 
那么 了 9) 是 有 限 点 集 ， 我 们 把 与 $5$ 的 模 2 相 交 数 定义 为 
Lf, Sy:= #F 7 (SY (mod 2). 
一 般 约定 设 时 是 紧 致 光滑 流 形 , NN 是 光滑 流 形 ,S 是 尺 的 
闭 的 正则 子 该 形 , 并 且 
dimM + dimS=dimN. 
1.2 引 理 设 性 是 紧 致 光 带 带 边 流 形 , X=M， 和 如果 Fe 
C™(X, 满足 条 任 


Fhs, arstdhs, 
那么 广 虹 与 S 的 模 2 相 交 数 是 0, 即 : 五 (六 3)=0. 
证 明 因为 
dimX— dimF- (S$)= dimN— dims, 
dimM +1— dimF- (S$)=dimM, 
dimr -i(S)= 1, 
所 以 F-(5) 是 紧 致 的 1 维 带 边 流 形 , 集合 1 "(四 =-'(9)NM8X 合 
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有 侦 数 个 点 ,因而 
#f -SS)=0 (mod 2), 0 
13 引 理 设 fEC™ (M,N) (j=1,2) 关 合 菜 件 
fhs, fhs. 
如 此 天 一 天 (C" 同 伦 半 那么 
Lf, = hp, H). 
证 明 天 必 定 也 光滑 辐 伦 于 无, 即 存 在 闪 洪 映 时 日:Xx ME- RN， 
使 得 
HE * =f(*), 有 二 用 可， 
HE, * }=f(* ) wite[~#, 1. 
因为 吾 在 ([0,5]XAD UU 一 6,1]XMD) 与 $ 模 截 ,根据 模 截 扩张 定 
型 .存在 光滑 融和 对 了 : < 太一 及. 俩 得 
() FE, 0= HG, 0, Yrel0, dU [1—6,1), xeM; 
(1) Frhs. 
根据 引 理 1.2, 对 村 半 =J4X 语 我 们 有 
{1.1) L{aF, S)=0. 
因为 ffx MM=f, 8FIQ XMD= 了 ,所 以 (1.1 可 以 写成 
A DLR, SI=0 mod 2). 
此 得 知 
LF, HD=L(f,D. OD 
14 引 理 设 FECIG 和 ND), 则 存在 feC” (M,N) ,使 得 
~/f, Ahs. 
证 明 人 先 取 光 请 映射 到 一 了 然后 根据 横 截 天 近 定 埋 确认 存 
在 通 台 要 求 的 feC” (M,N). 口 
1 定 关 设 训 是 紧 致 光滑 流 形 ,N 是 光 清 流 形 ,5 是 入 的 六 
正则 子 流 形 , dimM+dimS==dimN, fe COM, N), 并 设 feC™ (MN) 
适合 条 件 


我 们 把 了 与 S$ 的 模 2 相交 数 定 六 为 
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A TAG 
1.6 命题 定义 1.5 确 当 无 歧义 ,并 也 所 定义 的 (fF, 5) 关于 
了 是 同 伦 不 变 的 . 
证 有 明 可 仿照 第 八 章 命题 1.6 作 出 证 明 . 口 


$2 定向 相交 数 


2.1 引 理 设 r 宇 1, 并 设 
(a) 汪 是 1+m 维 定 向 带 边 和 流 形 ， 
(b) 了 是 s+m 维 定向 无 边 C' 流 形 ,$ 是 了 的 定向 的 正则 s 维 
于 流 形 , 昌 5 是 了 的 闭 于 集 ; 
(c) FeCX, 7 适合 条 件 
rmhs, ardhs; 
{d) 乙 =F "(5) 是 站 中 的 紧 束 集 ， 
则 存在 一 族 覆 六 了 S 生 关于 S 正 则 的 了 的 正 向 局 部 坐标 图 {Vy} } 
和 有 限 个 覆盖 了 ZZ 的 关 的 正和 疝 局 部 坐标 图 卡 { (Up) 1}, 其 中 
p= (Pp, P,P"), 


使 得 

(0} 种 目的 甬 s 个 分 量 是 5 的 正治 局 部 坐标 ; 

{1) 在 点 PEZ=F SS 利 点 4 二 PD) 邻近, 分别 有如 上 所 述 的 
话 当 的 g 和 由 ,使 得 下 的 局 部 表示 成 为 

Vo Fo gg ,= ,0), ,HE"), 
这 里 w= 人 Wl 

02) TmZ plZ)} 是 世 的 一 个 定向 的 C' 图 汇 ; 

(3) ZNMax 由 偶数 个 点 组 成 ;恰好 在 共 中 举 数 个 点 处 , 由 (e， 
po 中 给 出 的 3X 的 局 部 坐标 票 属于 “内 向 型 "诱导 定向 ; 而 在 另 
外 半数 个 点 好 ,由 {wp ,…, pp") 给 出 的 BX 的 局 部 坐标 系 竟 于 “外 向 
型 "诱导 定向 ，({ 在 也 的 每 个 同 胚 于 色 , 11 的 连通 分 支 的 两 端 ,由 
[95 ,9") 给 出 的 8 的 局 部 坐标 系 属 于 木 同类 型 的 诱导 和 定向.) 
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证 明 (0) 首先 ,选取 一 友和 褐 蔓 了 $$ 且 关 于 5 正则 的 了 的 正 
向 局 部 坐标 图 -上 {TV, 和， 必要 时 改变 炎 的 第 一 个 坐标 轴 珊 极 后 
一 个 坐标 轴 的 方向 , 总 能 使 得 业 的 前 面 s 个 分 量 成 为 $5 的 正 向 局 
部 坐标 . 

(1) 考察 集合 族 { F(T ), 其 中 和} 是 (0) 项 中 所 述 的 那些 局 
部 坐标 域 ， 我 们 可 以 选取 有 限 个 丐 的 正 向 局 部 坐标 图 下 { (UU, 
p)}, 使 得 相应 的 局 部 坐标 域 族 {了 从 属于 {F TO 并且 使 得 
i100) 覆盖 了 紧 敦 集 Z=F-"(S), 还 使 得 下 的 相应 的 局 部 表示 成 为 横 
截 的 典范 局 部 表 水 (参看 第 五 章 的 命题 2.4): 

woFe "9 他 ， 全 
这 里 zz 一 (加 ae 

(2) 考察 流 形 过 在 点 pEZ 邻近 的 任意 两 个 满足 (1) 中 要 求 的 

正 向 局 部 华 标 系 G2 二, 二 和 (wt …,w") ， 因 为 


Own 
mn 
We 
0 二 和 : . >0, 
Ht, wo, 0 
0 1 
所 以 
出 
2 >0. 


可 见 ,所 述 各 坐标 标的 路 坐标 给 出 Z 的 一 个 定向 C' 图 汇 . 


(3) Z 十 紧 致 的 1 维 微分 流 形 ， 它 的 每 个 连通 分 支 微 分 同 胚 
于 [0, 了 或 者 人 5. 因而 所 =ZNaX 证 偶数 个 点 组 成 . 考察 Z 的 一 
个 确定 的 [0, 1 型 连通 分 支 . 我 们 可 以 选取 re[0,1] 作为 该 分 支 的 


参数 ,如 提 在 参数 1 二 0 处 有 ee >0, 那么 沿 整 条 参数 曲线 都 有 
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司 样 的 情形 .不妨 设 在 ft=0 处 有 和 >0( 相 反 的 情形 可 类 似 地 


加 以 讨论 )， 则 在 参数 由 线 的 “0” 端点 ,由 Cp，…, 9 中 给 出 的 8X 的 
局 部 坐标 系 属于 “内 疝 型 "诱导 定向 ; 而 在 参数 由 线 的 “1 端点 处 ， 
所 ( 另 一 图 卡 的 ) 5p5 …, g”) 给 出 的 6X 的 局 部 坐标 系 属于 “外 向 
型 ?诱导 定向 . 口 

2.2 注 记 引 理 2.1 对 以 后 的 讨论 有 重要 意义 ,下面 列 出 的 
关键 事项 {了 和 (本 ) 尤 其 值得 注意 (符号 及 假设 条 件 均 如 引 理 
2.1): 

(I) 在 点 peZ 门 3X 邻近 ,对 于 所 选择 的 坐标 9 = (09 p',…, pg") 
约定 记 

do=(@, ,PNEX, fr=FOX, f=y°f + (a9) 
则 有 (约定 记 主 = 人 0, 2 后) 

GOT 
no Flu, = 0, ,10°). 

于 是 ,在 了 点 计算 到。 的 Jacobi 行 列 式 可 得 KKr。 广 )= 1. 

( 工 ) 虽然 是 关 的 正 向 局 部 坐标 ,但 jp 的 正 向 未 必 与 8X 
的 焉 向 一 致 。 可 以 确认 的 事实 是 : 在 Z 门 3X 的 各 点 ,6g 的 定向 恰 
好 是 1 维 流 形 Z 定 向 的 " 补 定向 "， 注 意 到 这 一 关键 事实 , 在 以 后 
的 讨论 中 ,不 论 3 的 正 向 怎样 选择 , 我 们 都 能 参照 具体 情况 , 得 
出 相应 的 结论 ， 

2.3 一 般 约定 设 M 和 和 N 是 定向 光滑 流 形 ,5 是 的 定向 的 
正则 子 流 堪 ,并且 


村 


(2.1) dimM +dimS=dimN. 
又 设 feC” CM, 和 D), pef-S), 并 卫 
{2.2) rh,s. 


选择 NN 在 q=f(p) 点 邻近 的 关于 5 正则 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 
(8, 站 ,要 求 业 的 前 s 个 分 盘 是 5 的 正 向 局 部 坐标 系 ， 我 们 约 
害 把 这 样 的 (9, 办 称 做 “好 "的 局 部 坐标 图 卡 . 
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设 矿 : R"> R* 是 从 有 R" 二 R'xXR"* 到 后 一 因子 空间 R" 
的 标准 投影 由 C2.) 和 (2. 可知: ze 业 。f 在 p 点 邻近 是 局 部 
光滑 同 凸 .因而 可 定义 
(2.3) Spntz"e wy of),,: 

2.4 引 理 (2.3) 与 “好 "的 局 部 坐标 图 卡 (外) 的 选取 无 关 ， 

证 明 设 艾 和 四 9 是 4=/ 四 点 邻近 的 两 个 好 的 局 部 坐标 映 
射 ， 我们 来 考察 坐标 变换 z= 。W"'0)， 因 为 光 和 名 都 是 关 寸 5 
正则 的 局 部 演 标 系 , 所 以 z( 六 =ooit 应 使 得 
人 0, 


(2.4) ， 
a 0 0)=0. 

又 因为 W 和 都 是 入 的 正 向 的 局 部 坐标 映射 ,所 以 在 (1, …， 
yw) 三 (0,…, 0) 的 地 方 有 


tz, dz, Qa Ea 
ey, Oy dy, ,1 Cm 
0z， dz, dz 3z 
Ea | 台 Ey, 
i se >0, 
ba, dz,+1 
dy, Gs +m 
dz dz 
0, 站 Os 4m 
区 因为 CO 区 ) 与 (2 z) 都 是 5 的 正 向 局 部 坐标 , 所 以 
dz 2, 
dz 2) Yn cy 
yy 一 | ~»0 
02, dz, 
dy dy 
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由 上 面 两 个 关于 行列 武 的 不 等 式 立即 可 得 

9(2.，1， Zp) 

tn 0), 

607，，， ptm) | 
设 pe 了 71($) 使 得 fyh,5. 为 了 比较 Ssnfe 区 。 门 ,和 

S8gnlz so" 站 我 们 选取 邮 在 ?点 邻近 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 


{2.5) 


g=Wo fm, h=w° fep 
然后 考 赛 =90o 与 z= 有 h(x) 之 间 的 关系 由 (12.4) 可 知 


Oz ] ] 
by, Oi; Jp,s 0， Ys, 0)=0 (= 1, ,1; 了 一 1, 3 s). 


因此 
Dy 
de, 已 oy, bx I ty, tox 
由 此 得 到 
Mars arm) Mm) 0 OO Pm) 
(2.6) Dx, ~, xX) Ops Ys) UX ns ) . 
由 (人 2. 人 和 人 的 可 知 
Dap sm) rn tm) 
OG) ac x ) 
的 符号 相同 .我 们 证 明了 : 
Sgntr oy ef) ,=Sgntr"e oo 门口 
2.5 记号 约定 ”我 们 约定 把 如 于 所 述 的 Sgnfx”。 区。 方 ，， 咀 
做 了 与 和 在 总 点 的 相交 符号 ,并 简 记 为 
Sgn(f, S),. 
2.6 定义 没 了 村 是 紧 致 的 定 铅 莽 滑 流 形 , 放 是 定向 光滑 流 
形 ,5 是 久 的 定向 的 正则 子 流 形 , 并 且 dimM dimS=dimN, 又 设 
了: M> N 是 光滑 映射 , 适 人 台 条 件 
fhs. 
我 们 把 了 与 8 的 相交 数 定 久 汶 
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If,5)= Sn 3 
PE lS 


对 于 村 也 是 入 的 正则 子 流 形 ( 且 与 $ 横 截 ] 的 特殊 情形 , 我 们 约 
定 把 与 $ 的 相交 数 定 义 为 

HM, 3) := i, 5), 
其 中 i:M 一 NN 是 放 人 映射 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 设 好 是 紧 致 的 定向 光 光 流 形 ,六 是 定 
问 光 请 流 形 ,3 是 交 的 闭 的 定向 正则 子 流 形 ,并 且 

dim M + dim S= dimN. 

2.7 引 理 设 存 在 定向 的 紧 致 光 庄 带 边 流 形 使 得 X= 对 ， 
并 且 ax= 对 的 各 连通 分 支 赋 有 统一 的 诱导 定向 (或 者 都 是 "外 向 
型 "的 ,或 者 都 是 “内 向 型 "的 ) ， 如 果 FeC”~(X, 和 适合 条 人 忻 

Fhs, dedhs, 
那么 J]=6F 与 $5 的 相交 数 是 0, 即 : 所 六 5)=0. 

证 明 容易 获知 : Z= 二 Ff 全 是 紧 致 的 1 维 光 滑 流 形 .根据 | 
理 2.1, 在 了 的 每 个 同 胜 于 册 引 的 连通 分 支 的 两 个 端点 处 ,三 与 $ 
的 相交 符号 恰好 分 别 为 +1 和 一 1. 因此 (fF,$)=0. 口 

2.8 引 理 设 fsC™ (M,N(i=1, 3 适合 条 件 

hs, hhs. 
如 果 天 一 天 (C" 同 伦 ) 那么 
Tf, S}= Hf, 人， 

证 明 留 给 读者 (可 仿照 第 九 章 的 引 理 2.3 进行 证 明 ) . 口 

2.9 定义 设计 是 定向 的 紧 致 光 计 流 形 , N 是 定向 的 光滑 流 
撒 ,5 是 的 际 的 定向 的 正 刚 子 流 形 , 并且 dim M+ dim $= dim N. 
对 于 feCMM, 入 ,我 们 选取 EC” (M,N) 满足 这 样 的 条 件 : 

i~f, fhs, 


Tf, S):=1(, S) 
2.10 命题 定义 29 确 当 无 赎 久 ,并 且 所 定义 的 I(f, 态 关于 了 
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的 间 伦 是 不 变 的 ， 
$3 ”相交 数 定义 的 局 部 化 


仿照 第 十 章 31 的 讨论 ,我 们 来 定义 局 部 相 奖 数 ， 
3.1 一 般 约 定 设 好 和 六 是 定向 光滑 流 形 .$ 是 站 的 闭 的 定 
向 的 正则 子 流 形 , 并且 
dimM+dimS= dimN. 
设 吕 是 好 的 一 个 开 子 集 , 台 是 紧 致 集 . 我 们 约定 记 80= DO. 
32 定义 如 果 FEco amnc” 0a, 汪 适合 条 件 
EDNS=D, fh,s, 
那么 2 站 F775) 是 紧 致 的 0 维 流 形 (或 者 @) ,四 而 是 有 限 点 集 ， 我 
们 将 了 在 避 上 与 5 的 相交 数 定义 鸭 
FL 六 Si=- Sgulf, 5),. 


pe sy 


33 引 理 设 M,N 5, 和 8602 如 一 般 约定 3.1 中 所 述 ,并 设 
feCAN, MNC™ (NY (i=0,1) 
适合 条 件 
FOODNS=G, fh ss, i=0,1. 
和 如果 存在 同 伦 五 : 一 下, 使 得 
HUOxXaAS=@ 
那么 Ff, 0 8S)=10F, 0 8). 
证 明 可 仿照 第 十 章 引 理 13 作出 本 引 惠 的 证 明 ( 留 作 练 
习 ) ， 口 
3.4 引 理 设 M NS OO 和 4842 如 一 般 约 定 3.1 中 所 述 , 并 设 
EC"C2, AM) 适合 条 件 
8) 门 8 一 外 
则 存在 JECIH nc” QQ AN ) 和 有 ecC?xD Ah, 使 得 
(1) 万 下 了 
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2) 万 名， 一 页 ( ), HU,* 二 了 

(3} HOx AHO)MNS=. 

证 明 将 NN 光滑 地 概 人 到 条 :之 中 ,约定 将 民 : 的 范 数 和 距离 
函数 分 别 记 为 上 1 和 4 设 丁 是 入 在 R* 中 的 管状 邻 域 ,并 设 

yi: TIT—N 
是 相应 的 管状 没 影 {管状 收缩 虹 射 ) . 寺 是 存在 fs> 使 得 
{yeR’ldy, fC(Q)<e} eT. 

因为 84 站 SS= 台 有 FA 所 以 了 80)Ny7 05)=@， 因 而 存在 
5E(D,), 使 得 


da yG)>25， 
根据 Tietze 扩充 定理 , 不妨 设 连续 映射 了 :只 一 NeRe 已 扩 
充 为 JEC "Gd R*). 选取 7 的 光滑 通 近 9gEC” (MM, RR*) ,使 得 
?下 7 ty, loGd} -fo <5, Vxen. 
然后 定义 
G: IXQ-> Rt 
(OF Fx) ~ Og) Ff (0). 
容易 看 到 : 
HAT GOIxA)En 
GU ADNYy NS)=E. 
我 们 开 j=yg: H=ry°G. 
则 容易 验证 : 这 样 定义 的 太 和 互 能 够 注 足 引 理 的 全 部 要 
求 . 口 
35 定义 设 M,N 5, 旭 和 660 如 一 般 约定 3.1 中 所 述 , 并 设 
JEC oa NN) 适合 条 件 
FONS= 0. 
我 们 选取 fie CD, WNC™ (2, 和 He CMX 9, 入 ), 适合 这 样 的 要 
求 : 
(1 fh ss; 
(2) HO )=66 ), Hl, )=f(. } 
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(3) HUXEQNS=0. 
然后 ,我 们 定义 
下 六 人 人) 一 了 


3$4 ”向量 从 截面 的 光滑 化 与 横 截 通 近 


设 (E,M,A, 民 ') 是 一 个 光 浴 向 量 从 ,og : M 一 是 一 个 连续 
截面 ,将 og 看 成 连续 上 缺 射 当然 可 以 引用 映射 的 光滑 化 定理 . 但 这 
样 得 到 的 光滑 映射 9 不 一 定 仍 是 截面 , 即 不 一 定 满足 条 件 

Ko 立 二 设 . 
{( 横 截 冲 近 定理 应 用 于 截面 情形 也 会 产生 类 和 似 的 问题 .) 我 们 有 必 
要 适当 上 地 修改 映射 的 光 背 化 定理 { 横 截 近 过 定 理 ), 使 得 覆 改 后 的 
定理 能 适用 于 截面 的 情形 . 

4-1 定理 设 (EM,7, RR') 是 光滑 的 向 反 从 ,在 其 上 取 定 了 一 
个 Riemann 度量 ; o ; M 一 上 是 一 个 连续 截面 ;8s 是正 实 数 . 出 
存在 光 请 截面 cv : M -~ ,使 得 

lo —o0d)|<s, YYxead. 
这 里 小 站 是 让 Riemann 度量 决定 的 范 数 . 

证 明 局 部 看 来 ,qa 可 以 表示 成 (x, s(x， 我们 可 以 用 光滑 的 
09 遂 近 st)， 于 是 ,在 局 部 范围 内 ,截面 (Ce so) 可 以 被 光 
滑 截 面 (x, sptx)) 任意 逼近 . 

仿照 * 岗 射 的 光 清 化 定理 * 证 明 中 从 局 部 过 渡 到 全 局 的 做 法 ， 
就 可 以 顺利 地 完成 本 定理 的 证 明 . 口 

对 于 光 清 向 量 从 (E, Mn 有 9 我们 以 ' 孔 表示 其 零 截面 子 流 
形 

42 定理 设 导 是 光 浴 流 形 ,=TMH 是 上 村 的 切 从 5: 本 
一 巨 是 光滑 截面 ,s 是 正 实 数 . 则 存在 光滑 截面 ,使 得 

oa; lao-ot)|l<e, YYxsAd， 
这 里 | 是 由 TM 的 有 Riemann 度量 决定 的 范 数 . 
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证 明 设 避 是 R" 中 的 开 集 ,eto 是 定义 于 已 上 的 光 请 向 量 
场 , 则 (x, E(x) 与 TU=UXR" 的 零 截面 横 截 的 充分 必要 条 件 基 : 
Ex] 以 0sR”" 为 正则 值 . 对 于 给 定 的 光 兆 截面 人, s(x 我们 可 以 
选取 s(x) 的 是 何 小 的 正则 值 c, 然后 构造 

SX)= sXe. 

因为 0 是 sw) 的 正则 值 , 所 以 (x, si0 与 TU=UXxR" 的 誉 截面 
Ux0 模 截 . 

在 以 上 局 部 辣 果 的 基础 上 , 仿 暴 “ 模 截 逼近 定理 ”证 明 中 从 局 
部 过 渡 到 全 局 的 作法 ,就 可 完成 本 定理 的 证 明 ， 口 


$5 向 量 场 弧 立 零点 的 指标 


设 G 是 吕 " 中 的 开 抹 , 则 TG=GxR*， 定义 于 GG 上 的 CG 疝 量 

场 ( 即 TG 的 C': 截 面 ) 具 有 这 样 的 形式 
{x, V(xD), xEG, 

其 中 的 下: G 一 R" 是 C?* 映 射 ， 对 这 种 情形 ,通常 就 说 ， 玉 是 定 
义 于 如 上 前 C’: 向量 扬 . 

设 p 是 玉 的 一 个 笑 立 零点 , 即 V9)=0 且 存在 p 点 的 一 个 开 
邻 域 U, 使 得 

V0 vaet\{p}. 

取 以 也 点 为 中 心 , sz>0 为 半径 的 一 个 小 球面 $ ,使 得 


pe? 


(5.D) SEU, 
则 可 讨论 FS ,对 0eR" 的 环线 数 
(3.2) WI(V|S, ,, 0). 


下 面 的 引 理 指 出 : 【5.2) 实际 上 不 依 粮 于 小 正 妆 :的 选取 . 
5.1 引 理 设 5>s>0 并 且 a' 和 都 满足 (5.1) 的 要 求 , 则 
W{VIS,, 0)= WOVIS, 0) 
证 明 ”约定 将 民 " 中 以 p 点 为 中 心 ,# 为 半 短 的 闭 实心 球体 记 
为 及 :内 为 了 在 紧 致 集 X=D, ,intD, ,上 没有 零点 ,所 以 存在 
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56> 使 得 


(5.3) Vo >25, WxEX. 

我 们 可 以 先 取 光滑 向 量 场 P, 使 得 

(5.4) [Fo— ro < 如 WYxex. 

因为 让 奉天 上 不 取 党 值 ,所 以 WF|EX, 总 =0， 由 此 得 到 
[5.5) WV IS, 2, 0)= WY]S,,, 0. 

我 们 记 


HC, w= VO VD). 
则 由 (5.3? 和 (5.4} 可 知 
H(t XA0, VieL xEX; 
并 且 显 然 有 
HO,* J)=V(' ) HOU, )=V(:). 

因而 由 {5.5) 就 可 得 到 引 到 的 结论 。 口 

有 了 引 理 5.1, 对 最 简单 的 情形 已 经 可 以 定义 向 量 场 孤立 零点 
的 指标 . 

$.2 定义 设 G 是 R" 中 的 开 集 ,V 是 定义 于 G 上 的 连续 向 
旺 场 , pEG 是 下 的 孤立 零点 . 取 足 够 小 的 8>0, 使 得 闭 球 休 D,SG 
并 且 了 在 D,, 上 除了 而 外 别 无 零点 ,我 们 将 人 在 p 点 的 指标 定义 为 
ind, V:= W(Y|S, ,, 0). 

下 面 的 任务 是 ， 对 于 定向 光滑 流 形 M 上 的 向 量 场 , 定义 其 关 
于 孤立 零点 的 指标 . 

设 M 是 一 个 定向 光滑 流 形 ,o 是 M 上 的 一 个 上 向量 场 (s 关 有， 
PE 凡是 5 的 -一 个 孤立 零点 .于 是 ,四 =0, 并 且 存 在 点 的 一 个 开 
邻 域 ,使 得 


oA0, Vyqen\{p}. 
必要 时 适当 缩小 2, 不 妨 设 如 包 侣 在 MM 的 一 个 局 部 坐标 域 区 之 中 
并 且 总 是 紧 致 集 , 设 是 定义 于 UU 的 正 向 局 部 坐标 映射 ,并 设 
BTM op(U XR" 
是 由 9 诱导 的 切 共 Tid 的 局 部 平凡 化 映射 . 则 (参看 图 27) 向 蔓 


2]7 


场 o 可 局 部 表示 为 : 

“ Bo° p= (x, VOD. 

不 失 一 般 性 ,可 设 gpj=0. 因为 VF) 在 g( 人 中 以 op 四 =0 为 叭 
一 堆 点 ,所 以 可 定义 关于 该 孤立 零点 的 指标 indur (0x). 


TuM 


pL XR 


U 


PN 


5.3 引 理 鞋 面 所 述 的 indyY 实际 上 与 符合 定向 要 求 的 局 部 
坐标 g 的 选取 无 关 . 

证 明 首先 指出 一 个 很 容易 验证 的 公式 : 设 4 是 于 的 开 
集 , 风 :4 一 了 = 光 由 是 保持 定向 的 光滑 同 旦 , 则 有 
(5.6) deg(f, A, =deg (f° ,pAN), OD: 
(参看 图 33.) 


ANT 全 


va 人 抽 
图 28 


下 而 ,我 们 来 让 明 引 理 . 设 (U, wg) 是 点 邻近 的 一 个 正 向 局 
部 坐标 图 卡 ,适合 条 件 pg( 四 =0. 设 旭 是 p 点 的 一 个 开 邻 域 ,UU， 
旭 是 紧 致 集 , 并且 

oD 0 Yes 中 


于 是 可 取 足 够 小 的 e>0, 使 疡 维 闭 球体 DID ce(2)。 对 于 紧 
狂人 和 集 拓 =fvp (intD), 存在 5>0, 使 得 
lf 的 >26， waek. 
选取 禹 近 的 郊 清 截面 a, 使 得 
(1) co 本 忆 (FM 的 零 截 面 
(2) lap —oatg) | <6, Yaek, 
我 们 定义 
Ht{t, x}= 0x) +r(o x) — 000)). 
则 显然 五 1x MM 一 TM 是 从 g 到 so 的 同 伦 ,并 且 
H(iIx INE,=%. 
设 o 和 分别 局 部 表示 成 (x, VC 和 (x, Fi) 并 设 马 =0D,, 则 
有 ( 扒 导 由 对 于 4=g "(D,) 各 DP=D, 用 到 公式 {5.6)) 
indoF = WS,, W= WS,, =deg(7, D,, 0) 
=deg(n”"。 Boao ', D, 0 
=deg(xr" + Bom, WD), O) 
=deg(x”° Deg, WR, 0) 


= 2 Sgnt’eo ® on),, 
ctz) = 
2EN 


= Db, Seno, 再 To 09, Ey= 1(0, 0, B). 
rEdl 


最 后 一 个 量 显 然 与 符合 定向 要 求 的 局 部 坐标 的 选取 无 关 ， 口 
5.4 定义 设 帮 是 一 个 定向 光滑 流 形 ,gog 是 MM 上 的 C0? 向 量 
声 ( 邮 TM 的 C'" 裁 面 ), peM 是 o 的 孤立 零点 . 任 取 订 存 p 点 人 
近 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 (U, gp) ,不 妨 p(B)=0. 将 g 所 诱导 的 切 
从 TM 的 局 部 平 几 化 爱 射 记 为 到 则 ve 局 部 表示 为 
Dooop (0= Cx, Ve)), 
其 中 了 :也 一 及 "是 连续 映射 ,我们 定 当 


ind,o :=indo. 


219 


6 Poincaré-Hopf 定理 


6.1 定 尽 设 训 是 紧 施 的 定向 光滑 流 形 , 刀 是 切 从 TM 的 零 

截面 子 流 形 . 我 们 约定 把 
XM) = IE, Eo) 
叫做 流 形 好 的 Enler 示 性 数 . 

6.2 定理 设 MM 是 一 个 紧 致 的 定向 党 滑 流 形 ,万 是 切 从 TM 
的 零 截面 子 流 形 ,o 是 M 上 的 一 个 模 截 于 吾 的 光 浴 向 量 场 ( 即 TW 
的 一 个 与 请 横 截 的 C” 截 夯 ) ,并 设 pi…, ps 是 go 的 零点 (当然 邦 
是 弧 立 的 ), 则 


k 
Zindso =x OM). 


证 明 取 各 孤立 零点 的 足 况 小 的 开 邻 域 ,满足 上 节 所 述 
的 要 求 , 不 妨 设 所 选取 的 8,,…, 02, 两 两 不 提交. 在 引 理 $.3 中 已 
经 证 曲 ind,o=1(o,02,, BY， 因 而 


上 Kk 
Zind, o—2, Io, ,FE)=1(0, Eo)}. 


切 上 内 TM 的 任意 了 机 个 截面 与 + 之 问 可 定义 同 伦 

H(t, Xx)=(] ~i)otx) + tt). 
特别 地 ,og 同 伦 于 零 截 血 . 因此 To, 古 )=T(56, 互 ) 一 XCM)， 这 样 ， 
我 们 证 明了 


Yind, o =xX(M). 口 
对 于 只 有 和 孤立 零点 的 连续 问 贡 场 也 有 类 拟 的 结果 ， 
6.3 定理 (Poincax -Hopf 定 理 ) 设 好 是 紧 致 的 定向 光谱 流 


形 ,o 是 加 上 连续 的 只 有 孤立 零点 的 切 丫 基 场 , p,, …, PB, 是 o 的 所 
有 的 孤立 等 点 , 则 
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5 
Zind,o =x(M). 


证 明 ”了 到 p 的 开 邻 咸 介 ,使 得 og 在 2 中 除了 Pp 之 外 别 无 零 成 
二 1,…, 上 ) ,我 们 记 ， 
(6.1) K=-M\ UD 


凤 六 go 在 此 上 没有 和 零点 ,所 以 存在 5>0, 使 得 
(6.2) lo 25, WxeK. 
膏 互 是 切 从 EE=TM 的 零 截面 子 流 形 . 选 下 切 具 五 的 横 截 于 古 
的 光滑 截面 5, 合 得 
{16.3》 lod—o0)| <5, VxeK. 
信 得 注 意 的 是 ， 虽然 g 在 2, 中 恰 有 一 个 鹤 点 p, 其 光滑 通 近 3 在 
,中 却 可 能 会 有 较 多 的 海 点 ,也 可 能 会 没有 一 个 零点 。 (形象 的 说 
法 是 : og 的 拆 并 零点 经 过 "扰动 "之 后 可 能 会 “分 多 "成 儿 个 零点 ， 
也 可 能 会 * 消 先 *.) 但 所 (6.2) 和 (6.3) 可 知 ,从 o 到 5 的 同 伦 

HCG, X= ox) +t(o (0 — ox) 
适合 条 件 HQX 62)N 包 = 罗 ， 因 而 
[6.4) ind,c 一 To 人， BE) = HF, 12,, Fo). 


对 (6.4) 式 求 和 并 注意 FY 在 M\ 岂 02, 没 有 零点 ,我 们 得 到 


上 [3 
bind,o=2 6, 0 BF)=1(6, E)=1E,, EB)=x(M), OOD 


由 上 面 的 讨论 我 们 获悉 在 所 述 条 件 下 , 流 形 1M 的 任何 内 有 


孤立 零点 的 切 向 量 场 , 其 寄 点 的 指标 之 和 是 一 个 由 M 决定 的 不 变 
旺 . 


下 一 步 的 任务 是 ， 赔 明 我 们 这 四 所 定 尽 的 Euler 去 性 数 与 组 
合 折 扑 学 中 用 其 他 方法 定义 的 “Euler 示 性 数 "其实 是 同一 个 东 
王 ， 

6.4 引 理 设 p,: RR" 一 RR" 是 由 下 式 定义 的 映射 
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p(X, 1 , x Xt = 二 可 — x Xx, XX} 
则 f 一 p15”' 的 映射 度 为 一 1, 即 


degf 站) 一 一 上 |. 

证 明 以 f=plS 为 例 写 出 证 明 ， 点 (一 10 0 天 光滑 
映射 的 正则 值 ,唯一 的 原 像 点 是 晶 ,0,…,0). 若 在 这 其 点 邻近 
以 CO 让) 为 局 部 坐标 ,好 以 向 相应 坐标 面 的 投影 作为 局 部 坐 
慰 喘 射 , 弄 的 局 部 表示 是 该 坐标 平面 上 和 髓 重 同 映射 . 依照 5""' 
的 外 法 线 诱 导 定 向 ,在 点 (1 0,…, 上 0) 处 , 坐标 (x …, 是正 向 
的 ; 而 在 点 {一 1,0,…, 站 处 ,坐标 (…, Xx) 十 杀身 的 .车 症 后 一 
点 分 近 将 坐标 换 成 正 向 的 局 部 坐标 , 则 的 局 部 家 示 广 的 Jacobi 
行列 式 改 变 成 负 值 , 因而 

deg (1)=—1, 
6.5 引 理 设 映 射 厂 ; 及 "一 及 "年 尺 为 
FT Pp? pro ?py 
其 中 的 p; 是 如 引 理 6.4 中 所 述 的 映射、 出 对 于 #60, 了 各 有 
WT|S"', 0={— 1 
证 明 因为 厂 在 DA\(intD,) 中 不 取 0 值 ,所 以 
WOEFIS™ ,OO= WIS 0). 


我 们 记 
f=T|S!: Sl Sl. 
因为 Le 
其 中 
下 一 记 |8 i=1,…,k. 
所 以 


WA{TIS ,OO= WTS"", 0) =deg(f)=(-1D)* 品 
6.6 引 理 设 旭 是 RR" 中 原点 0 的 一 个 开 令 城 ,V 和 丁 是 定义 
于 人 2 上 的 以 原点 0 为 孤立 伶 点 的 C'" 向 量 声 . 如 有 果 


V(x) 工人 
TFT 了 TY 
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嘟 迄 ind,V =indoT. 
特别 此 ,考察 这 样 一 个 向 量 场 
TAO)= pe prs "opr), 
其 中 pj(==1,…, 问 如 引 理 6.4 所 述 . 如 果 
Tx 
DET [| YA 

那么 indsV=(—1). 

证 明 取 足 够 小 的 >0, 使 得 下 和 工 在 DAD 中 无 零点 . 在 4 上 ， 
我 们 定义 

Vx Tx 
7005 TFT pe ， 900- 方针 : 

则 有 

indeY = W(VIS., 0=deg(f), indsT=W(T|S,, 0)=deg(g}. 
因为 f,g :8 一 名 适 合共 件 

天 一 gc VXES,, 
所 以 了 与 g 同 伦 ， 由 此 得 知 
indur= acgf 门 =degf 的 =ind 三 . 口 

在 前 面 的 讨论 中 , 对 于 紧 致 的 定向 光 请 流 形 M, 我 们 将 其 Euler 

示 性 数 X(NMD 定 文 为 切 愉 TM 的 零 截面 包 的 自 相交 数 : 
XM)= LE,, En). 

定理 63 指出 , 邯 从 TM 的 任何 一 个 只 有 孤 生 零点 的 截面 , 其 
所 有 的 零点 的 指标 之 和 从 好 等 于 XCM)=I(B, FEY). 下面, 我们 将 只 
体 地 物 造 一 个 内 有 碧 立 零点 的 大 向量 场 , 谈 向 量 场 的 所 有 的 零点 
的 指标 之 和 正好 与 组 合 拓 扑 学 中 借助 于 单纯 前 分 所 定义 的 “Euler 
水 性 数 * 相 等 . 这 样 也 就 证 明了 从 不 同 的 角度 作 贞 的 Euler 站 性 数 
的 两 种 定义 实际 上 是 一 致 的 . 

为 此 ,首先 需要 介绍 下 面 的 定 凡 6.7. 

对 于 {有限} 单纯 复合 形 K, 约定 将 相应 的 多面 体 记 为 [ 开 ]， 

6.7 定义 设 邮 是 紧 致 光 清 流 形 ,类 是 一 个 (有 有限) 单纯 复 合 
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形 ,h: [K] 一 M 是 连续 映 第 .我 们 称 (K 及 是 M 的 一 个 光滑 的 
单纯 前 分 , 俏 车 

(1) hh ; [Kl 一 M 是 CC' 同 肛 ; 

(2) 对 下 的 每 个 单 形 g, 都 有 [四 所 在 “平面 ”( 即 仿 射 子 空间 } 
上 的 开 集 Uol, 使 得 [a] : 加 一 好 可 以 扩充 为 从 C 到 机 的 CE” 
做 大 . 【以 下 将 这 样 的 开 集 记 为 局 .) 

我 们 需要 引用 一 个 重要 定 埋 ， 

6.8 定理 全 和 何 紧 致 的 光滑 流 形 都 有 具有 光 沸 的 单纯 剖 分 . 

这 一 定理 的 证 明 过 程 比较 长 , 涉及 的 技术 细节 比较 多 . 有 兴 
趣 了 解 这 定理 证 明 的 读者 可 以 参看 Muncres 着 , 李 培 信 译 的 4 初等 
微分 指 扑 学 》 一 书 的 第 二 章 ， 

设 紧 致 的 定向 光 少 流 形 MM 已 光滑 地 剂 分 为 单纯 复合 形 ; 
MM=h({K])， 我 们 将 首先 在 外 的 各 单 形体 [ao] 上 定义 向 量 场 ,然后 
借助 于 要 入 瞎 射 4, 将 四 上 的 向 量 场 移 人 TM 这样 作成 MM 上 的 
向 基 场 ， 

(I) 首先 ,在 天 的 0 维 骨 架 碟 上 (! 邯 全 体 项 点 的 集合 上 ) 规 
定向 量 场 到 0 值 : 


VOo=0, vxeR. 
(I) 假设 在 下 的 s 维 单 形 机 的 边界 64! 上 已 经 定义 好 了 
TO 设 c 是 女 的 重心 ,x 是 以 c 点 为 中 心 将 本 \{c} 投射 到 34 的 
中 心 投影 映射 , 加 , 和 …, 入 是 单 形 4 上 的 重心 坐标 . 约定 记 
n= (T1700). 

对 于 xeA\f{c), 我 们 定义 

VOO= 0 — nO Vx) + yO»). 
此 外 ,还 定义 Ke)=0,【( 请 注意 在 邻近 c 点 处 ,如 果 我 们 将 V(x) 
表达 式 的 前 一 项 (1 一 mn(x)?VGe) 与 后 一 项 g(xXe 一 区 作 比 较 ,前 一 
项 是 更 高 阶 的 无 穷 小 量 .) 
用 上 面 所 说 的 办 法 ,我 们 在 M=h([ 习 ) 上 定义 了 一 个 C' 向 量 
场 . 该 向 量 场 的 你 点 是 KK 的 各 单 形 重 心 c 的 像 点 hlo), 因而 都 是 
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诉 立 的 (参看 图 29) ， 
设 ec 是 天 的 某 个 维 单 形 小 的 重心 , 症 c 点 邻近 , F(x) 沿 着 
s 维 方 向 趋向 c 灌 着 其 余 mm 一 s 维 方向 远离 c. 根据 引 理 6.6 可 知 
ind.V=(—1), 


图 09 
如 果 将 下 的 s 维 单 形 的 总 数 记 为 N,, 那 么 
TBE,, &)= 2 ind 一 >(- 1 ， 


上 式 右 端 最 后 一 个 和 数 正 好 就 是 组 合拍 扑 学 中 借助 于 单纯 前 分 所 
证 愉 的 “Euler 示 性 数 ”. 


练习 K 


天 .1， 仿 照 第 九 章 引 理 2.3 完成 本 章 引 理 2.8 的 证 明 ， 

KK.2. 仿照 第 十 竟 引 理 1.3 完成 本 章 引 型 3.3 的 证 明 . 

KK.3， 试 构造 名 的 光滑 切 向 量 场 芽 , 适 合 这 样 的 条 件 : 厂 仅 有 
两 个 零点 p 和 9g, 并 有 ind, 厂 =1, ind, 厂 =( 一 1Y. 

K.4， 试 利用 Poincare - Hopf 定 理 证 明 x(S*') 一 0, Xx($*)=2. 

K.5. 试 证 5 具有 妈 处 木 为 0 的 切 向 量 场 的 充分 必要 条 
件 是 : n=2k 一 1. 

K.6. 设 T"=S1x…xSitn 个 S11 的 冬 积 流 形 ), 试 证 X(T")= 人 0. 
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第 十 二 章 映射 度 的 积分 表示 与 


Gauss-Bonnet 公式 


作为 本 章 的 预备 知识 ,需要 了 解 外 微分 形式 的 积分 与 一 般 
Stokes 公式 (请 参看 附录 人， 我 们 约定 以 号 20 表示 光 清 流 形 
皮革 的 所 有 光滑 的 上 次 外 微分 形式 组 成 的 集合 . 


$1 上 映 射 度 的 积分 表示 


对 于 os , 我 们 将 w 的 支 集 定义 为 
suppw :一 {xeEM|wA0}. 
若 supp 中 是 紧 致 的 , 则 称 ww 为 紧 支 {外 微分 ) 形 式 . QCM) 中 由 
全 体 紧 文 形式 组 成 的 子 集 合 记 为 2:(M), 
1.1 引 理 设 we QR") 满足 条 件 


[oo 


w= dp. 
证 中 用 归纳 法. 对 于 n=] 的 精 形 ，weQ1(R1) 可 以 表 
小 成 中 = g(x}dx, 其 中 geC” (R', 有 n). 我们 记 


p(X)= | g(x)dx. 


则 存在 pe "1(R”), 使 得 


四 为 | o=| gtx)jdx 一 0, 所 以 jp 是 紧 支 光 消 冰 数 , 即 pe 
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QR')， 显 然 有 
w= g(x}dx = dp. 
假设 对 于 n=m 一 [ 的 情形 结论 成 立 , 考察 4=m 的 请 形 .我 
们 将 ww EQT(R"™) 写成 
DD= g(xX", Xm) dX A dx,, 
和 人 XIA dx 
然后 定义 


a)=| gx, Xn)dx, v=5{x')dx'. 


显然 囊 E020 (了 ) 并 且 满 足 条 件 


Jo= era = Jar | snd = 0-0 


根据 归纳 法 假设 ,存在 FeQ"!(R"-1), 使 得 军 =dF. 不 妨 将 方 写成 
p= (he) di Ad 1 Adx, 
(其 中 起 表 水 不合 dx)， 于 是 
yw-ap-( 轩 多 (yjaxw 


由 此 可 知 
to- 了 时). 
我 们 取 Ke Ce (R', RD ,使 得 


| k(tdt=1. 


然后 记 
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h(x”, Xim) -| [g(x',0) F(x EO dz. 


显然 ,是 紧 支 光滑 晴 数 ,并 且 


oh pi 
sn) = ge, xm) — Fx)k Cen). 
Xm 


因而 
~ oh 
G(X", Xm) = gx kn) + Be | 
_ "es! Ohi(x’) dh ，， 
2 bx Km) + Bx 人 Xn) 
若 记 
hx’ ,x)= h(x kx ), i=1,…,m—1], 
列 有 
r 加 . ON’, Xn) 
gc xm] 之 一 这 
我 们 看 到 : | 
下 下 二 0h,(x', Xm) 下 
WW=g( Xx, Xu) dx Adxn =( > Bx ja Adxn = dp, 
i=1 i 
其 中 


p= DIAGYdx A AdxA- Adx, 
i=] 


是 紧 支 的 一 1 次 外 微分 撒 式 . 口 
约定 设计 是 光滑 流 形 ，dim N=n. N 的 开 集 0 被 称 为“ 标 
准 "的 坐标 域 , 悄 营 存在 的 局 部 坐标 (0, 四), 使 得 
$0Q)= RR". 
外 微分 形式 wsQ*(N) 被 称 为 紧 支 于 台中 的 形式 , 悄 若 suppa 是 
紧 致 集 , 并 且 


228 


supp mEQ. 
1.2 引 理 设 放 是 定向 的 景致 光滑 (无 边 ) 流 形 ，N 基 定向 
的 认 将 流 形 ,并 且 dimaM=dimmw=n 又 设 吕 是 让 的 一 个 "标准 " 
的 坐标 域 ，mweer(Nw) 是 紧 支 于 台中 的 外 和 祯 分 形式 , 满足 条 件 


(1.1) =0, 
上 


则 对 尾 意 的 fE CY CGM, NN) 都 有 


| f*w=0, 
时 

证 明 从 条 人 忻 (1.1) 可 知 ,存在 ps0Q2"-1(O), 使 得 
注意 到 8M 王 @B, 由 (1.2) 可 得 


| | Frao=| aco=| f*p=0. 
M M NM DM 


在 上 面 的 推导 中 ,我 们 引用 了 一 般 的 Stokes 定理 ， 口 
1.3 推论 关于 MN, 9 和 了 的 假定 如 引 理 1.2 中 所 述 . 设 
ol 和 ww 都 是 紧 支 于 昌 中 的 光滑 的 n 次 四 微分 形式 .如果 


人 | 一 C03, 


那 公 J [ro 

约定 设 U 和 斑 都 是 R' 中 的 开 集 . 我 们 约定 以 D 症 (U,V) 
表示 从 U 到 下 的 所 有 的 微分 同 凸 组 成 的 集合 ， 

1.4 引 理 设 避 和 TV 是 Rr 中 的 开 集 ，g 是 紧 变 于 下 中 的 
次 外 微分 形式 . 则 对 任意 的 feDiff(U, F) 都 有 


| /ro Gan) | o， 
已 F 


这 里 sgaJr 是 了 的 Jacobi 行列 式 的 符号 . 
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证 明 可 设 w=g(y)dyiA… Adys， 根 据 微 分 形式 的 变换 法 
则 与 重 积分 的 变换 公式 ,我 们 算出 ; 


| re= | eu TdxIA Adx, 
= | eu Tx)dxi dx 
= em) edc (TOONdx dx 
-en 人 | gd, 
-ea 站 | sonam “Ady, 


=Gen7)| 加， [0 
四 


1.5 定理 ( 喘 射 度 的 积分 表 汞 ) 设 M 是 紧 致 的 定向 光滑 流 
形 ，N 是 连通 的 定向 光滑 流 形 ，dimM= dimN=a 又 设 2 是 和 
的 一 个 “标准 "的 局 部 坐标 域 ，we0"(N) 是 紧 支 于 Q 中 的 形式 ， 
feC™~ (M,N). 则 有 


[ro=aee) | 
特别 地 , 如 果 ww 还 满足 条 件 | 1, 那么 就 有 


ace)= | ma 


证 明 在 & 中 任职 了 的 一 个 正则 值 4 根据 唱片 引 埋 ”， 
广 他) 是 有 限 点 集 : 
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六 9)= 雪 vB 

并 且 存 在 g 的 开 邻 域 WSQ 和 上 在 训 中 的 开 邻 域 Uti=1,…,&) 
使 得 

(1) UNU=@, Wixi; 

QF P= GU UU 

(3 |: Ui 一 了 V 是 光滑 同 眶 ， 
我 们 选取 一 个 紧 支 于 了 中 的 形式 w'E 0"N). 必要 时 乘 以 适当 党 
数 ,可 设 w' 满足 条件 

|o=|o 


于 是 (根据 推论 1.3 和 引 理 1.4) 有 
Ek 上 
| fro= [feo = >| CDDro = > (Sgnf.s,) | 0" 


U 
-eesn) | 0 -acsn) |o. 0 


1.6 定理 (积分 变 元 赫 搞 的 映射 度 公式 ) 设 财 是 紧 致 的 定 
向 光滑 流 形 、N 是 连 咀 的 定向 光滑 流 形 ，dim M= dimN=n, 了 E 
CO NY)，wmsE0QrN)}， 则 有 

|re=aeec| 0 


证 明 首先 选取 N 的 一 族 “ 标 淮 " 的 局 部 坐标 图 卡 { (0, 交 )】 
使 得 = {0} 覆 头 了 N. 然后 选取 从 属于 覆盖 人 的 一 个 单位 分 解 
supp } 县 有 局 部 有 限 性 ): 


1= 70y). 


我 们 将 @ 表示 成 
w= m= 0,, 
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这 里 ,一 加 是 紧 支 于 某 个 “标准 "的 局 部 坐标 城中 的 形式 . 根据 
定理 1.5, 


| Per= des D> " 
因而 有 
| J*w= | os -aceO| 


-ace)E | 0 -dee | 0 口 


32 Gauss-Bonnet 公式 


赋 丰 确定 Riemann 度量 的 光滑 流 形 被 称 为 党 消 Riemann 流 
形 . 设 邱 是 定向 的 上 维 光滑 Riemann 流 形 , 在 蕊 的 各 个 局 部 坐 
标 域 上 , 给 定 的 RRiemann 度量 (对 称 正 定 的 二 阶 协 变 张 量 ?表现 为 


{2.1) gy (j=1,",n). 
我 们 约定 记 

(2.2) g= det(g,). 
考察 外 微分 形式 

(2.3) Vg dx Adx'. 


容易 验证 ， 由 刀 ,3) 所 定义 的 形式 不 个 粮 于 正 向 局 部 坐标 系 的 选 
择 ( 对 正 向 局 部 坐标 的 变 挽 有 共有 不 变性 }. 我 们 把 这 样 定义 的 形式 
称 作 Riemann 流 形 XX 的 面积 形式 (或 称 作 盏 积 微 元 ) ， 

如 同 第 十 章 $4 中 所 述 , 我们 将 R"*' 的 任何 一 个 连通 的 n 维 
光滑 正则 子 流 形 区 称 为 及"! 中 的 超 曲面 *, 并 且 认为 在 一 上 赋 有 
由 R"*! 的 Euclid 内 积 诱导 的 Riemann 度量 ， 

设立 是 入“ 中 的 紧 致 的 超 曲面 . 则 和 让 站 的 外 法 线 方向 可 以 
确定 流 形 发 的 定 疝 ， 因 而 任何 紧 致 的 超 曲 面 都 是 可 定 钠 的 ， 
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攻 察 及 中 的 两 个 紧 狐 的 超 曲 而 和 和 和 NN. 设 本 和 站 的 * 正 
向 * 面 积 形 式 ( 芭 表示 “正和 癌 "面积 微 元 的 n 次 外 微分 形式 ) 分 别 是 
4 和 4， 如果 了 :好 一 六 是 光滑 贞 射 . 那么 14vy 是 帮 . 上 的 一 
个 光滑 的 次 外 微分 形式 . 因为 (MD) 限制 在 各 点 都 是 1 维 线 
性 罕 间 ,所 以 了 *Aw 与 Aw 逐 点 相关 ， 
[2.4) fAnCX) = ACx) Ay(x). 
我 们 将 (人 2.4 束 中 的 系数 “09 定义 为 暴 射 了 在 点 xEJM 处 的 
Jacobian, 记 作 
(2.5) J := Ax) (xeM). 

设 好 是 及 "中 的 一 个 紧 致 的 超 曲面 . 对 于 任意 的 xeM, 可 
以 确定 好 在 x 点 的 单位 长 外 法 线 向 量 G(x), 这 样 定义 了 一 个 
映射 G : 好 一 名 .映射 G 被 称 为 超 遇 面 M4 的 Gauss 映射 .这 个 
映射 在 x 点 的 Jacobian 被 称 为 在 x 点 的 Gauss 曲率 , 记 为 
(2,6) K{(2) = olx) (xEM). 

关于 偶数 维 超 曲 面 好 的 Gauss 灿 率 沿 该 超 册 面 的 积分 ,有 以 
下 著名 的 定理 . 

Gauss-Bonnet 公式 设 上 是 偶数 ， 邮 是 有 e+ 中 的 一 个 紧 臻 
光 清 超 曲 向 , 则 有 


| KO0OAw(%)= 3 mM), 
af 


式 中 xG) 是 闻 的 Euler 示 性 数 ，” 是 半 维 单位 球面 9" 的 面积 ， 
特别 地 ,对 于 n=2 的 情形 ，y;=47. 因 而 对 于 到 :中 的 超 曲 面 
| K(x) Aw (xX) = 2rx tM ). 
MM 


证 明 为 了 搬 述 方便 ,我 们 将 证 明 分 成 若干 步骤 . 
(TI) 根据 Gauss 曲率 的 定 六 ~ 
K(X) At) = Tolx) Ay(x) = G+As. (x). 
运用 积分 变 元 替换 的 映射 度 公 式 ,我 们 得 到 
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| K(x) A X) = | | GAs lx) 
MM 了 MM 
-deg(G) | 4 =—deg(G) + yn. 


于 是 ,为 了 证 有 明 Gauss-Bonnet 公式 ,只 须 证 时 
deg(0) = XOM)2. 

为 此 目的 ,我 们 需要 将 Gauss 贞 射 ( 即 单位 法 向 量 场 ) 与 通 当 的 切 
向 量 场 联 系 起 米 ， 

(0) 选取 ae5", 使 得 a 是 G 与 一 6 共同 的 正则 值 . 于 是 a 
与 一 4 都 是 G 的 正则 值 . 我 们 在 MW 上 定 尽 这 样 一 个 向 基 场 : 

VO)={— OGADGO)= (a GXNGOI-a, 
式 中 的 圆 黑 点 “表示 R"' 中 的 内 积 运算 (请 参看 图 30)， 


G0 


TM 


向 量 场 V(x) 的 零点 就 是 使 得 Gfx)= 土 4 的 点 x， 因 为 寺 aeS" 
是 6 的 正则 值 ,所 以 Ytx) 的 所 有 的 零点 都 是 孤立 的 . 又 因为 MM 
是 紧 致 的 ,所 以 (Cx) 的 零点 数 晶 有限， 为 了 计算 F(x) 在 各 零 
点 处 的 指标 .我 们 需要 计算 dV (x). 
【 亚 ) 我 们 写 出 V(x) 的 表示 式 
(CO 一 人， G(xXN G(x —a. 
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对 这 去 示 式 作 微 分 运算 得 到 
dd 的 =(a， GI) dG (E) + (a dG.(E) GO), 
这 里 Ee.M， 因 为 
Gx} G(x)=1, vxEM, 
所 以 对 任意 的 上 Ed 要 机 有 
Hx} dO.(E)=0. 
于 大 ,在 使 得 G(x}= 土 a 的 点 x 他, 应 有 
a* dG.(S)= +Gx) dG.(E)=0. 
天 此 ,对 于 使 得 G(x)= 土 4 的 点 x 
| dG， 河 G(X) 二 a， 
-ddG.， 若 GOq= 一 ar 
你 因为 dim M=n 是 倡 数 ,所 以 
Sen( 一 C)， 一 S8gnG，、。. 
因而 对 于 G(x)=& 和 和 G(W)= -aa 这 两 种 情形 都 有 
8gT ,=SgnG,,,. 
(IY)】 向 量 场所 的 零点 的 集合 二 可 以 表示 为 Z=Z+UZ_, 其 


Z,={xEM|IGO)=a}= G7 (0), 
Z_={xeMIGC)= —a}=G 7 (—a). 
根据 {了 0) 中 得 到 的 结论 ,对 于 任意 的 xsZ 都 有 
SgnY, .=SgnG, ,. ， 
利用 环绕 数 与 (局部) 映射 度 之 问 的 美 系 ,对 任意 的 <eZ 容易 得 到 
indr=Sgn .=SegnG..,. 


措 此 ,我 们 算出 
SindV= Y indrt 2 indr 
后 下 全 EE 
一 2 SgnG, s+ 2 SgnG,, 
EE, 站 它 加 


=dcg{o) tdeg(G)}= 2 deg(to). 
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根据 Poinecare-Heopf 指 标 和 和 定理 ,我 们 得 到 
deg(G)= XM 2. 
综合 以 上 的 讨论 ,我 们 已 经 证 时 了 Gauss-Bonnet 公式 : 


| KCD4uco= hxXM). 口 
好 


练 习 工 


L.1. 设 MM=5' 是 R"+! 中 的 半径 为 了 的 球面 . 试 根据 Gauss 
曲率 的 几何 次 尽 计算 本 的 Gauss 曲率 . 
L.2， 试 利用 Gauss -Bonnet 公式 计算 $2 的 Euler 示 性 数 . 
解答 下 面 的 练习 工 .3 和 上 二 .4 需要 知道 紧 致 束 遂 可 定向 的 二 维 
流 形 的 拓扑 分 类 . 
L.3. 设 好 是 了 中 的 紧 致 超 曲面 ,其 Gauss 曲率 适合 条 件 
K(p)>0, YYpejd， 
并 且 KK(p) 不 恒 等 于 0， 试 证 好 同 胚 于 82. 
L.4. 设 帮 是 民 ! 中 的 紧 致 超 曲 而, 其 Gauss 曲率 适合 条 件 
Kp)>0, vpeM. 
试 证明 Gauss 映射 GM 一 5 是 一 个 微分 向 及 . 
L.5. 设 n 是 侦 自 然 数 ， 放 是 R"*! 中 的 紧 致 超 曲面 , 适合 
条 件 : 
{i) K(p)>0, vpeM; 
(DD) X(tM)= 2., 
试 证， 邮 微 分 同 肥 于 S$". 
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附录 8 外 微分 形式 的 积分 与 
一 般 Stokes 定理 


88.1 对 侦 空 间 及 其 外 涯 ,Grassmann 代数 


设 了 是 给 定 的 (有 限 维 ) 实 线性 空间 . 若 映 射 了 :了 一 及 满 

足 这 样 的 条 件 : 

Maxthy)=af +H), Va, PER, x,yEV, 
则 称 了 为 线性 苑 数 ， 我 们 约定 将 定义 于 了 上 的 所 有 线性 函数 的 集 
侣 记 为 下 * . 

5.1.1 定 光 按照 道 常 方式 定 尽 线性 函数 的 加 话 运 算 及 乘 以 
实数 的 运算 ，y* 成 为 一 个 线性 空间 ,我 们 把 这 样 的 线性 空间 下 
称 为 了 的 对 偶 空 间 , 

5.1.2 注 记 对 于 feV* 和 和 xeV, 常常 把 了 在 x 点 的 值 记 为 

《六 xy := fx). 
容易 看 出 ;给 定 耻 的 一 组 基底 e1,…,e, 之 后 ,线性 函数 feV* 由 
它 在 基 席 向 量 上 的 值 所 完全 确定 , 即 了 由 


《六 ge》 1 
完全 确定 . 
设 选 定 了 六 的 一 组 基 认 e1,…,e,. 则 xeF 可 唯一 地 表示 成 
(8.1.1) x= 7 we,. 
j=1 


借助 于 表 术 式 (6.1.1), 我 们 定义 这 样 一 些 映射 
fx) := xt, k=1,.…,n. 

容易 看 出 产 ET* 优 =1, ,1 并 问 

(5.1.2) fe = ij=1,,n. 
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任何 一 答 ggey* 都 可 以 由 产 …, 产 线性 表 出 : 
(5.1.3) g= DP ge 


5.1.3 定理 选 定 了 上 了 的 一 组 基底 外 me 之 后 ,由 (8.1.2) 
所 决定 的 线性 函数 六,…, 产 构成 Y* 的 一 组 基底 ( 称 为 相应 于 e， 
…;en 的 对 惕 基底 ) . 因而 对 偶 空 间 F*# 的 维 数 等 于 空间 了 的 维 数 : 

dimyV*=dimV=n. 

证 明 利用 (8.1.2) 式 容易 证 明 六 …, 产 是 线性 无 美的 ,由 
(6.1.3) 式 可 雇 关 出访 ,…, 产 是 VV* 的 生成 组 . 口 

设 了 是 有 卢 给 实 线性 空间 . 我们 约定 以 7 表示 六 的 p 重 村 
积 , 凤 约定 记 


Vr= VxXVX..……xT 
~ 
Pr 


5.1.4 定 余 (IT) 如 果 有 映射 p :V? 一 民 对 任意 的 ie{1,…,p}， 
届 区 站, v0, we 和 x, FER 满足 这 样 的 条 件 : 


Pu i OT Pw, tips Hn) 
= pl Mi, Hi He) 
+ Bot, , Hit W, its Hs), 


那么 我 们 就 称 6 为 VY 上 的 p 重 线性 函数 . 

( 卫 ) 上 的 p 重 线性 函数 gy 被 称 为 是 反对 称 的 ,倘若 对 任意 
的 ap …, WwEV 和 任意 的 js 科 ,…,p}, i<j, 以 下 条 件 均 得 以 
满足 : 

pu, ls ,Mh 中) 一 一 中 人 Ws Hs ). 

(CIM) ¥ 上 所 省 的 及 对 称 重 线 性 函数 组 成 的 集合 记 为 
A V+*, 

5.1.5 记号 约定 (1) 约定 以 .% 表示 由 {1,…,p) 的 所 有 的 臣 
换 组 成 的 集合 (这 是 一 个 有 P 个 元 素 的 群 ) 

(2) 对 于 ve.%, 约定 记 
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]， 人 倘若 sg 是 侦 算 换 ， 
一 1]， 悄 车 og 是 奇 置换 . 
(3) 设 V 是 实 线 性 空间 ，q 是 VF 上 的 p 重 线性 阔 数 ，oE 多. 
我 们 约定 用 记号 @" 表示 这 样 定 义 的 一 个 器重 线性 因数 : 
Pp" pe) Mecp)): 
(4) 设 了 是 实 线性 空间 ,ap 是 上 的 p 恒 线 性 函数 .我 们 约 
定 用 记号 .arg 表示 按 以 下 方式 构 作 的 一 个 p 重 线 性 函数 : 


wo» (sgno)g”. 
本 二 


sano=! 


5.1.6 引 理 (i) (gq )'= 09, 

{ii) 如 果 gg 是 一 个 p 重 线性 函数 ,那么 .zip 是 一 个 反对 称 的 上 p 

fi 如 果 qg 本身 是 反对 称 的 p 重 线性 函数 ,那么 

p=(spno)p, op=(p)9. 

证 明 留 作 练 习 . 口 

5.1.7 定义 设 了 是 一 个 实 线性 空间 , 

( 工 ) 如 果 提 和 区分 别 是 了 上 的 PP 重 和 9 重 线性 国 数 ,那么 
按照 以 下 方式 定义 的 p+gq 重 线 性 通 数 p 芭 炎 被 称 为 gg 与 下 的 张 
量 积 : 

PO (u, ps pt Hota) = Ph HP pa) 
{请 注意 :gq 多 上 他 @) 

{ 口 】) 如果 we AVV* yeEASV*, 那么 按照 以 下 方式 定 六 的 
9 AuYEAs Ts 被 称 为 中 与 攻 的 外 乘积 : 
pi (pOY). 

5.1.8 引 理 设 和 是 实 线 性 空间 ，0 和 六 分 别 是 六 上 的 > 重 
和 5s 旱 线 性 函数 , 则 有 

人) a (POP = yp), 

(02) a (Ap) BP) = pO), 


PAW := 
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of (POC) = sl pO. 
证 明 (1) 以 ?表示 这 样 一 个 置换 : 


”1 “8 58+1 ‘“ s+r 
ri “rt+s 1 rr 让 
则 有 
sgnn={(—1) ， POY= OY. 
因而 
(Gy)= 之 (sgncj(g 多 四 = 之 (sgno)(y Soy” 


一 (一 1 2 (GSE) OP = Dw Oy). 


(2) 我 们 约定 把 te. 也 看 成 是 .有 .的 这 样 一 个 元 素 : 


1 ”rr rtl % rts 
Lu tr) r+ 4 ): 
计算 得 到 
(C9) BY) = ( )e 
w(xp WD) = (( (ond) Oy) 
-sgnr) (9') OY) 


=- (sgnr) .of (9 OY) 

-也 Ggnn) 二 (sgno)(p OP ™ 
-之 (sgnfro)(p BY)” 
= (oY) -rl (gO). 


HOE) = (yD) 
=(— Det (fy Bp) = s.r (oO). 口 
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5.1.9 命题 ”外 乘积 运算 A 具 有 以 下 性 质 : 
G) gq 人 A 炎 关 于 外 和 站 分 别 都 是 线性 的 ; 
Gi 如 果 peEA VY, EATV*, 那么 
PAV=(— 1 WAY; 
(ii) 运算 A 是 结合 的 , 即 
(p A 间 六 六 一 第 大 人 入 的) 
(iv) 对 于 peEAV*(=1,…,k) 有 


PLA A 人 P= i pO So,). 
证 明 (i} A 下 面 证 明 {i), Gii) 和 Qiv). 
(iD pAV= TT (PO) 


enn 
GD) 访 peAV*, eAV*, 0eAp*, 则 有 


0 per (Cp A YO) 
1 
{r+ s)lt! (局 ris! (Gy)Gb| 


加 1 
(+s)lrlstt! 


YY (OO 


fr 二 se (mB OD) 


加 ] 
加 OE 
i (POV). 
同样 可 以 证 时 

PAYAO)= i 


(iv) 仿照 6 证 明 中 的 作法 ,对 上 归纳 ,就 可 得 到 Gv) 的 证 


ON). 


241 


明 . 口 

5.1.10 记号 约定 设 V 是 nh 维 实 线性 空间 ,我 们 以 {1,…,n} 
为 基本 标号 集 

(日 设 让 PE) 我 们 称 了 = G 的 为 吕 阶 王 指 标 ， 

(2) 设 用 efl…,9} 适 合 条 件 

] ih， 
则 称 J= 0 …,jo) 汰 Pp 阶 上 升 重 指 标 . 

(3) 约定 以 .5= .s(n) 表示 所 有 的 (以 {1,…,n} 为 基本 标 忆 集 
的 jp 阶 重 指标 的 集合 ;约定 以 .大 = 5 表示 (以 和 1,…,n} 为 基本 
标号 集 的 记 阶 芋 升 重 指标 的 集合 . 显然 有 . 疡 = .万 ， 

(4) 设 eo ,是 下 的 一 组 基底 . 对 于 /= 全 pi)E, 我 
们 约定 记 


一 (el 人 
(35) 设 wp 是 从 让 到 RR 的 映射 对 于 了 = 二, 5)E.4 我们 
约定 记 
ple)= pe, ,Ei )- 
(6) 设 em 是 下 的 一 组 基 席 ， 万 .…, 产 是 相应 的 对 备 基 
底 . 对 于 三 全 PP)s.5 我们 约定 记 
f= 了 "A Ap 
5.1.11 命题 设 了 是 维 实 线 性 空间 ，el…: 色 是 了 的 一 组 
基底 ， 广 ,…, 产 是 相应 的 对 偶 基 底 ， 
人 对 于 psn, 任何 一 个 geA?V* 由 它 在 各 eye-5) 工 的 洁 
完全 确定 : 
(8.1.4) = 也 plen)r”. 
jE 


0 对 于 Pp 所 mn, 反对 称 p 于 线性 妙 数 
Ff, TEs, 
构成 A?V* 的 一 组 基底 . 因而 
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dimAry*=(")- 
Pp 


CH) 对 于 gq>n， 
Aspy*— {0}. 
证 明 对 于 J， 长 &#,, 约定 记 
，_ 11， 如 果 J=， 
有 -| 


0， 如 昌 了 天 民 ， 
穿 易 验 证 
(6.1.3) (er)= 6k. 


(i) 出 十 p 重 线性 性 质 和 反对 称 性 质 ,显然 任何 一 个 pgEA V* 
由 它 在 各 个 ex(KE.7,) 上 的 值 所 完全 决定 ,因为 全.1.4) 等 号 两 边 
”的 式 子 在 各 ex(KKE,7,) 上 的 值 完全 一 致 ,记忆 该 等 式 成 立 ， 

ti) 根据 (8.1.4), 成 对 称 疡 重 线性 函数 广 ，Je 万 生成 NV 
恨 据 (5.1.5), 很 容易 验证 这 些 广 (JE%) 是 线性 无 关 的 ,因而 构成 
A?V* 的 基底 . 让 此 得 知 


dmN r+=("). 
a 
6ii 设 g>n， 计 于 


让 
到 一 了 el， s=1,.",g, 
t= 


利用 peEAsr* 的 多 重 线性 性 质 可 得 


站 人 2 A A Pe, ,0 ). 
LO t 


内 为 9> 所 以 在 ee 之 中 必 有 两 个 相同 的 . 利用 的 反对 
称 性 质 ,容易 看 出 p{e,，…, 6 )=0。 这 证 明了 
Aiy*={0}. 口 
附注 ”如 内 不 限于 p 阶 上 升 重 指标 ,那么 我 们 可 以 把 (5.1.4) 
过 改写 为 
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(8.1.6) P= 卉 沁 plen)f. 


8.1.12 记号 约定 设 V 是 n 维 实 线 性 空间 ，V* 是 其 对 偶 空 
间 , 我 们 约定 记 : 
NV*=R, AV*= p*, 
AV*= AV*DBAV*OD BNLY. 
5.1.13 定理 ”AV* 连同 所 定义 的 加 法 , 数 乘 和 外 汪 和 运算 构 
成 一 个 代数 , 称 之 为 时 代数 或 Grassmann 代数 ， 该 代数 的 维 数 为 


dimAv*= (0 ) t+)=2. 
0 n 


附注 ”对 于 pgn, 容易 看 出 
APV*= VA AV*, 
ee 
Pp 个 
因而 A?V* 被 称 为 V* 的 p 重 奸 短 空间 . 如 果 p+g>n, 那么 对 于 
DEAPV* 和 WEAT*, 显然 有 pA =0. 
8.1.14 定义 设 V 和 全 是 ( 有 有限 维 ) 实 线性 空间 ,约定 以 
上 IV, WW) 表 示 所 有 从 下 上 映 人 邢 的 线性 映射 组 成 的 集合 、 对 于 4e 
工 (V, WD 和 WeA?W*, 我 们 定义 这 样 一 个 A*yeArr*. 
A bp) AD AAD). 
于 是 ,由 ASL(V, 所) 诱导 了 一 个 线性 映射 
A*EL(A? Hi*, AnV*). 
5.1.13 命题 对 于 peArW*, weAsWw* 和 AELI(V, WY), 以 
下 等 式 成 证 : 


A*(pAV)=CAtp) A (Ar). 口 
5.1.16 命题 设 玉 是 n 维 实 线 性 空间 ，e,,…,e, 是 FF 的 一 组 
基底 ，AeEL(V, TVW) 经 由 这 组 基底 表示 为 
Aei= Ya. 
i=1 
则 对 任何 一 个 geA"y* 有 
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A*wm= dettad) op. 
证 明 根据 定义 ,容易 算出 


n mn 
人 get 1 en 一 pAel, 四 4e) 一 旬 (2 ! 人 ae 
一 2 rt 人 Ban 的 (ec ,Erem) 
TE 
一 2 (sgno) dao 人 on 和 [et ,Ey) 
音 导 Ji 


=det(a) pt{el, ,2,). 


这 证 明了 A*@p= det(ai)qp. 口 
38.2 余 切 从 与 余 切 外 才 丛 ,外 微分 形式 


5.2.1 定 余 设 儿 是 一 个 微分 流 形 ，pEM.， 我 们 把 切 空 间 
克 好 的 对 偶 空 间 
TXM :=(T, M)* 
定义 为 放 在 p 点 的 余 切 空间 ， 
设 了 是 在 p 点 邻近 有 定义 并 臣 连续 可 微 的 实 值 聘 数 ,，y 是 季 
上 通过 Pp 点 的 一 条 连续 可 币 则 鳅 (y(0}==p)， 对 于 YY 所 决定 的 切 向 
景 [W]e TM, 我 们 定义 


(5.2.1) df(pD = -CeyCDl-o- 
迁 取 朵 在 点 邻近 的 局 部 坐 款 图 卡 {U, op) ,可 以 将 df([y]) 表示 为 


622) df(DD= Fe p70 DD 


A dr oo3f) 
= dx 


dt 1=0 
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dr 

vo er .. 让 : 
Ox’ dr tac: 7 x ， 
dx" 

dt 


这 里 (上 L 在 以 后 许多 类 似 的 情形 中 ), 我们 采用 了 如 下 的 简化 记号 : 


of _ (f° 0 Oo 
bx Ox 


dx _ d(xie go y(t)) 
x= tp} at dt 


日 
去 


其 中 的 脆 表 示 避 "向 其 第 i 个 因子 空间 的 投影 ， 
从 6.2.2) 式 可 以 看 出 ,微分 
df : T,M—R 
是 一 个 线性 苯 数 , 即 
(8.2.3) df ET*M. 
特别 地 ,对 于 局 部 坐标 分 基 六 = 天 "和 的 微分 dx', 有 这 样 的 关系 
0 


arac x 
dx 人 站 | Bxl” 2 ) ] 出 
也 就 是 0 
风 i 一 一 5 
全 4) 《dx ? R= 7 


设 李 是 上 C 流 形 ( 人 rz， 由 是 邮 的 局 部 沟 标 二 卡 ，(x1L， 
，x9 旺 由 区 给 出 的 局 部 坐标 ，pPe 7 人 2 余 切 
空间 TXM 的 标 架 dx'，…，dxe* 是 切 标 架 Er 的 对 


但 标 架 ( 即 对 侦 基 底 }， 当 p 点 在 如 中 变动 时 ，(dx', …, dx") 
构成 TXM 的 标 架 其 . 而 当局 部 坐标 改变 的 时 候 , 局 部 标 扣 
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场 之 间 的 变换 是 一 个 C 变换 : 


i ox 
dx 之 By dy*. 
从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 : 
了 二 一 TM 
(8.2.5) 1 二 


构成 以 好 为 底 的 一 个 C7' 向 量具 类似 地 ， 坟 朗 局 部 标 架 场 dx 
{JE 炙 ) 可知 : 
(8.2.6) AT*M “用 入 < 
构成 以 时 为 虐 的 一 个 C 一 向 量 共 ， 

8.2.2 定义 向 昌 从 (5.2.5] 和 5.2.6) 分 别 被 称 为 型 的 余 切 
丰 和 (次 ) 余 切 外 蜂 从 . 

5.2.3 定 尽 设 训 是 一 个 C' 流 形 避 G1)， 余 团 外 乱 人 A*T*M 
的 C' 截面 (3 和 r 一 1) 被 称 为 次 C' 外 微分 形式 . 

间 助 于 局 部 坐标 ,上 深 姑 微分 形式 表示 为 
(8.2.7) w= », g(xIdx! = > i OX A A GX, 

JE 1 Rj 

容易 看 出 : 当 且 仅 当 表示 式 66.2.7) 的 各 个 系数 geEf) 是 
了 靖 数 时 (5s 所 7 一 1)， 是 C*， 形式 ， 

6.2.4 定 兴 设 夺 和 NN 是 C' 流 形 ( 宇 1)，feC'(M,N). 切 
线性 映射 

大 了 MT 
诱导 了 从 AY TN 到 A TxM 的 线性 陕 身 庆 ， 对 于 NN 上 的 皮 
次 外 微分 形式 w， 我 们 定 尺 
[ 产 oj = (vey). 

于 是 ， 产 中 是 定义 于 好 上 的 一 个 开演 外 微分 形式 . 

对 于 六 上 的 0 次 外 微分 形式 ,好 连续 可 微 函 数 g, 我 们 将 f*g 
定义 为 这 样 一 个 函数 : (Crg)(p= 引 DJ 
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5.2.5 引 理 对 于 如 上 定义 的 /*, 有 以 下 这 些 关 系 ; 

(1) f* (Arewr tt Aw) = A ft A fy (H, La ER); 

OQ) OND) OA: 

(3) (g° fo=/*(g* wm). 

证 明 留 作 练习 . 口 

5.2.6 例 设 U 和 VT 分 别 是 R" 和 吕 * 小 的 开 集 , feC(U, WY. 
约定 以 Qe，…,x") 和 (yi.…,y") 分 别 表示 局 和 矿 中 的 举 标 , 则 有 - 


GD fray /= deaf 
0 设 w= 疡 gy(y)dy! 是 下 上 的 一 个 上 次 外 微分 形式 , 则 f*ww 
了 


是 U 上 的 这 样 一 个 上 次 姬 微分 形式 
fro= Tg fdy = gf0)af7'; 


0) 特别 邮 , 对 寺 由 = 站 的 情形 . 设 包 是 下 上 的 半 次 外 微分 形 
式 , 则 有 
外 二 BO]d A Ady", 
f*w=gxDdf A AdF 
=g(f{x)) Cr) dxl A 。 和 村 


5 
38.3 ”外 微分 运算 d 


为 了 避免 琐碎 的 骨节 ,本 附录 以 下 将 只 限于 讨论 C“ 的 情形 . 
6.3.1 记号 约定 设 风 十 4 维 光 将 流 形 ， 我 们 约定 将 夺 上 
的 所 有 光 沿 的 次 外 形式 组 成 的 集合 记 为 2:CM)， 我 们 还 约定 记 
QMM) = C™ (M, R); 
OM)= 0}, l=1,2,%; 
NMDA MD BOOM)DB.…. 
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5.3.2 注 记 设 FEQo0M]J=C” (0M,R) 则 对 每 个 Ps (df) 
是 从 丈 邓 到 及 的 线性 号 射 , 即 己 门 ,smM， 由 此 可 见 df 是 
了 *af 的 光 洪 截面 因而 dreg20)， 

5.3.3 定理 设 朵 是 nm 维 光 请 流 形 , 则 存在 叭 一 的 运算 ( 称 之 
为 外 微分 运算 ) 


d : QM) — 0M), 

适合 以 下 这 些 条 忻 : 

(DI) 如 果 FEM)=C” 0d 和) 那么 df 如 注 记 53.2 中 
所 述 ; 

(D,) d 是 线性 的 , 即 

d{Awmt ama) = Adot hd VA, ASER, Wi, WENOM), 
(D3) 如 果 weQ (CM), 那么 
d(wmADN=dw A0+t(— 1FwAdo, 
(DJ 对 于 fe (MD)=C™ (UW, R), 
d(df)=0. 

我 们 把 定理 5.3.3 的 证 明 分 解 为 以 下 的 引 理 6.3.4, 引 理 $5.3.5 
省 1 引 埋 5.3.6. 

6-3.4 引 理 满足 定理 .3.3 中 条 件 {D1}) 一 (D,) 的 运算 d 具 
有 局 部 性 . 这 就 是 说 : 如果 UU 是 帮 的 任意 开 集 ,那么 (dw) |U 完 
全 由 @|U 所 决定 . 
证 明 假设 wjU=0U, 将 证 明 : (dwo)1U=(49)|U. 以 wm 一 8 
代 兰 ow, 只 须 证 明 

al U=0 一 (dw)]U=0. 
对 于 任意 一 点 ps U, 选择 团 包 为 紧 敏 集 的 并 集 W, 使 得 
peWwcWeu, 
然后 选择 FE CY™ CM, 民 ), 适 合 条 件 
1， vgeWw, 
/9={o vy em. 

于 是 有 f(q}yw(g)=0,， WgeEM， 根 据 条 件 (D) 和 {DY. 
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0=d(fw0)=df A w+ fdn. 
因为 df(p)=0 且 ffp)=1, 所 以 
(dm)(p) = 7{p)(de)p)= 0. 
又 因 为 p 是 上 UU 中 任意 一 点 ,所 以 
(dem) |U=0. EF 
8.3.5 引 理 满足 定理 5.3.3 中 条 件 (D1) 一 (Di) 的 运算 d 是 
唯一 确定 的 . 
证 明 由 于 引 理 5.3.4, 只 须 限制 证 一 个 局 部 坐标 城 上 加 以 考 
察 . 基于 线性 性 质 (D:), 木 妨 设 weEQ*(U) 是 这 样 一 个 “单项 ” 
撒 式 


w= fx)dxe A Adxt. 
根据 (D1)，{D3) 和 (D4} 可 得 
dwm= df Adx"A' Adxt. 
由 此 可 见 , 满 足 条 件 (D.) 一 (Ds) 的 运算 dd 电 有 唯一 确定 性 . 口 
8.3.6 引 理 满足 定理 3.3.3 中 条 件 (D1) 一 (D4 的 运算 d 确 
实 存 在 . 
证 明 先 设 区 是 M 的 一 个 局 部 坐标 域 ,并 设 we.0Q*(U) 是 这 
样 一 个 “单项 "形式 . 


w= f(x)dx" A 六 dx 
从 引 理 5.3.5 的 证 明 得 到 启发 ,我 们 定义 
dw= df A dx A A dxt, 
特别 地 ,对 了 于 fenQYD)=C” (URR), 这 里 的 定义 与 注 记 5.3.2 中 所 
述 的 一 致 . 按照 线性 原则 , 可 以 将 上 面 所 定义 的 运算 d 扩展 到 所 
布 的 we QIU). 
下 面 验 证 所 定义 的 运算 
d : QU) -> QU) 
满足 (相应 于 如 的 ) 系 件 (DN) 一 (D4) .我们 定义 的 方式 已 经 保证 
了 DD) 和 (Di) 成 并 .为 了 验证 D3), 不 妨 设 
w= (x) dx AAA dx*= f(x)dx!, 
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td— g(x}dxi A A dxi=g(x}dx. 

于 是 

所 六 和 一 用 xyofx)dx7Adx 
根据 我 们 的 定义 
doAo)=dr gjA dx Adx"—(gdf+fdg) A dx! A dx” 

=(df Adxi) A(gdx")+(—1Y(fdx) A (dg A dx") 
=dw A d+(— 1)w A dd. 

下 面 验证 CQ) ， 从 df 的 表示 式 


87 ) 
d= 7 dx 
可 得 


dD- Lal 2 )a! = = 0 dx' A dx! 


tj=1 Dx' oxi 


of wf 
-这 Ad ~ Ba de Ad 


在 最 后 一 个 和 和 式 中 交换 "三 指标 中 和 的 地 位 就 得 到 


dd/)= 5 2 dxiAdxi+ 3 dx A dx' 


x t 
jt dx 


5 (i een- 


Cx Ox! CxO 


上 面 ,对 于 MM 的 伍 意 一 个 局 部 坐标 域 UU 定义 了 
dy: 2(U) — QU). 
对 于 一 般 的 weEQCMD) 和 任意 的 pe MM 我 们 可 以 任意 选取 一 个 包 
售 p 点 的 局 部 坐标 域 上 ,然后 定义 
(dw),= (dy(w| UD,. 
如 内 冲 的 两 个 局 部 坐标 域 口 和 下 都 党 有 p 点 ,那么 由 于 引 理 8.3.4 
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各 下 理 5.3.5， 
(dw OD,= dunvyCol UN rND,. 
(dy(oI PN),= {dunytw | UN YD,, 
(duo 0),= (dw )),. 
因而 所 作 的 定义 确 当 无 歧 习 ， 口 

5.3.7 定理 设计 和 NN 是 光滑 流 形 ,feC™ (M,N), we 

02CN), 则 有 
df frcoy= f*deo. 

证 明 先 取 六 的 局 部 坐标 域 VV 然后 选取 机 的 局 部 坐标 域 U, 
使 得 A(U)SV。 鉴于 d 和 了 * 定 义 的 局 部 性 质 ,我 们 可 以 限制 在 U 
.上 验证 

dfrsaojltr= f*do|U. 
不 药 请 . 
w=g(y)dy" A Ady"= gy) dy". 
于 是 
d(f*0)=a(9(f0N)d Y= dg A df 
=f*dgO) Af*dy =f*(dg0) A dy’) 
= f*do. 口 


36.4 微分 形式 的 积分 与 一 般 Stokes 定理 


5.4.1 定 深 设 训 是 一 个 C” 流 形 ,wEQtOMY. M 的 子 集合 
suppw= {pe M|ow(p) 0 

被 称 为 是 wm 的 支 集 (或 支撑 集 ). 

若 suppw 是 紧 致 的 , 则 称 o 为 紧 支 形式 . 约定 将 本 上 所 有 
的 次 紧 支 光 诊 形式 的 集合 记 为 人 :CM)， 我 们 还 约定 记 

QAM)= 2M DQM BD. 
MT 四 
5.4.2 定义 设计 是 定向 的 nn 维 C™“ 流 形 , (U9) 是 MM 的 一 
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个 正和 疝 局 部 坐标 图 卡 ，we 22"OM) 适合 条 件 suppwU， 于 是 必 可 


(5.4.1) w= fxdxiA 内 dx 
对 这 种 情形 ,我 们 定义 
=| Flx)dx dxnr， 
- ql) 


这 里 等 号 右边 的 积分 就 是 通常 的 n 重 积 
5.4.3 命题 下 而 定义 中 的 | 不 依 吏 于 局 部 华 标 图 卡 的 只 


证 明 设 人 凡是 对 的 另 一 个 正 向 局 部 坐标 图 卡 ,也 适合 
条件 sappwcF. 则 在 BCmRF 上 , 中 有 具 右 两 种 局 部 坐标 表 泵 : 由 
CU, P) 所 决定 的 6.4.1) 和 由 (TF, 和 D 所 决定 的 
(5.4.2) w=g(y)dyl A- A dy". 
按照 微分 形式 的 坐标 变换 法 则 ,应 有 


gy)=f((po vy Yey)) 


d(x, x") 
8 

1 ,,, 于 
Ho 
利用 重 积分 的 变 元 替换 法 则 可 得 


| f(x) dx dx" -| F(x)dxt dx" 
名 


PVN) 


Cx, ,xX } 


= foo yp ayy 
| d{y, uF ) 


-| gy dy dy" -| gy)dy dy”. 品 
pu ptr 


5.4.4 引 理 设 (Up) 是 M 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 . 如 果 wow 
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0 的"(M) 适合 条 忻 : 
(1) suppow EU, i=0,],,s; 
[i 


Jo |at ro 


5.4.5 定义 设计 荐 定向 的 4 弘光 请 流 形 ，we.Qi(M). 和 任 
取 MM 的 一 个 局 部 有 限 的 正 向 局 部 坐标 图 汇 { (5, go) |as4} 和 从 
属于 履 葡 1U.xs 4} 的 一 个 单位 分 解 in,|xe 4}: 


EC (CMR), suppr, =U, Dl. 


区 24 


么 


于 是 可 将 表示 为 
ww 二 2》 HD, SUPPHe WE Uh. 
red 


我 们 定义 


(8.4.3) | = | 


因为 suppwm 仅 与 有 限 个 有 非 空 的 交集 ,所 以 (8.4.3) 的 石 端 实 
际 上 内 是 有 限 个 积分 之 和 . 

8.4.6 命题 定 兴 54.5 不 依赖 于 局 部 有 限 的 正 问 图 汇 和 机 
应 的 单位 分 解 的 选取 . 

证 明 考察 好 的 另 一 个 局 部 有 限 的 正 向 网 谍 T( yy) PeB) 
和 相应 的 单位 分 解 


ppEC OM,R), supppn = Vy, > ps=1. 


RE:] 


我 们 有 
可 二 六 pa- 志 eppo， pro= 工 ta pg 
由 引 理 5,4.4 可 知 
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为 了 有 叙述 一 般 的 Stokes 定理 ,需要 指明 定向 带 边 流 形 在 其 过 

缘 流 形 上 的 诱导 定向 . 首先 ,我 们 约定 记 
R= {x xx ER"| x S20}. 
设 由 是 定向 的 nr 维 光 溃 带 边 流 形 , 则 对 于 任意 的 peBM, 存在 p 
点 急 近 的 正 向 局 部 坐标 图 卡 (U,w) ,使 得 wtU) 是 民 % 中 的 开 焦 合 ， 
并 且 
PUNEM)= 9(U I NOX RT). 
这 鼎 
OxR"™ l={(0,x, x) |, x eR !}. 

容易 验证 ， 对 于 禾 盖 了 BM 的 那些 局 部 坐标 图 卡 (U;,w;) ,机 应 的 
(x …, x" |) 构成 6M 的 定向 局 部 坐标 . 用 这 样 的 方式 确定 的 8M 
的 定向 被 称 为 由 和 证 的 定向 确定 的 8M 的 “内 向 型 ?诱导 定向 . 
相反 的 定向 被 称 为 “外 向 型 "诱导 定向 . 

5.4.7 定理 (一 般 的 Stokes 定理 ) 谨 对 是 一 个 定向 的 上 维 
光 沿 带 边 该 形 ，oe 2 TU 我 们 约定 赋予 Bf" 外 血型 诱导 定 
向 ， 巾 有 以 下 公式 : 
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| do=| 0 
时 ef 


特别 地 , 当 好 是 紧 致 流 形 时 ,这 公式 对 任何 mE 02" 10M) 成 立 ， 


个 1 


使 得 


证 明 设 { iU,,p,)lae4) 是 覆 效 M 的 一 族 局 部 有 限 的 可 数 
FE 向 图 - 卡 。 我 们 将 表示 成 这 样 一 些 紧 文 4 一 1 次 形式 之 和 


四 二 We, 


od 


suppow, SU, veed. 


霸 助 于 (DU , gp) 的 坐标 ,可 将 ww, 表 水 成 


np—] 有 
wi— 2 (一 Tigdx0A AdxiA -Adx"! 
i=0 


(gECe (Ui,, KR), i=0,.…,n— 1). 


于 一 | 
do,= 和 dA AdxiA dx !. 


对 于 x= (xz xx DER ,我 们 约定 记 


x' = (x", x ,Xx )= (x, 人 


DG 


还 约定 记 


及 一 人 xi xs 了 + 


以 下 分 两 种 情形 计算 | dw,. 
好 


情 
| de 
hf 
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U. 站 6M=B， 对 这 种 情形 有 


形 工 
oo 
(ee (ee 
-1 0 


Rn 
二 有 一 | BD 
BM 


情形 工 U.N 门 aM 关 加， 对 这 种 情形 有 
一 一 go 0 1 
| am | 人 dx jdx +0 


f 1 
一 | goty, Xx ) dx 
RFR 


-| | we 
(MY 了 vd 


在 上 面 的 计算 中 ,我 们 以 {WM) 表示 6nf 的 “内 向 型 * 诱 学 定向 ， 
综合 以 上 两 种 情形 ,我 们 得 到 


| dw= 3 | dm, = 人 “=| [2 口 
Wy 抽 3 


ae mA an 
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术 


语 


索 引 


按 中 文 首 字 笔画 顺序 排列 (此 以 外 玄学 母 开 和 的 词组 均 归 人 一 画 )， 等 条 术语 后 


所 队 数 码 表示 读 术 语 让 本 书 中 出 山 的 章 , 节 ， 


一 ”和 画 
一 维 流 形 分 类 七 ,I 
一 般 Stokes 公式 附录 5 
1 的 分 解 (Pattition of unity) 一 ,4 
Beorsuk-Ulam 定理 A 
Brouwer 不 动 点 定 于 七 ,2 
C” 了 映射 一 ,2 
< 同年 一 ,2 
CC' 咏 射 一 ,2 
好 " 同 玩 一 :2 
局 相 穴 一 以 
Euler 水性 数 十 一 ,6 
Gats 映射 十 二 ,2 
Gawss 曲率 十 二 ,2 
Cats-Bonnet 公式 十 二 ,2 
Gmassmann 化 数 附录 3 
Heorr 定理 ,3 
Jondan-Brouwer 分 离 定 理 十 ,3 
Jordan 有 曲线 定理 十 ,3 
Kronecker 存在 性 十 ,2 
Leray 乘积 人 台式 十 ,2 
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Lindal5i 定理 二 ,1 
Morse 丽 数 六 ,3 
Poincar 一 Hopf 定理 十 一 ,6 
Riemann 座 基 四 .3 
Sard 定理 五 ,1 
Whitney 渡 人 定理 元 ,2 
Whitney 密 估 定理 二 ,3 
r 紧 至 二 ,2 
三 面 
子 流 形 {submanifold} —,1 
子 从 (subbundle} 内 ,3 
四 画 

开 过 射 一 .4 
支 瑟 ,支撑 村 (suppoit) 二 ,4 六 ,1] 

十 二 ,1 
从 属于 {subondinated to) 二 ,| 
友 对 称 叫 重 线 性 尔 数 附录 
区 域 不 变性 十 ,3 
切 举 间 一 ,3 
划 叶 有 明 一 ,3 


切 向 量 场 
她 内 
* 瓜 向 型 " 诱导 定 问 


五 


“儿科 型 "诱导 定 问 

计 霖 运算 

外 懂 数 

外 微分 形式 

外 微分 运算 

代数 基本 定理 

可 定 抽 流 形 

可 微 映射 

可 平 几 化 向量 从 
正则 子 流 形 

正则 点 (mgnlar point}》 
止 则 便 (reguyar value) 
正则 值 原 习 定理 

正 变 补 共 

对 偶 空 齐 

平凡 县 ftriviai bundle) 
按 缘 (boundry) 

过 缘 点 


仿 紧 (parmmcompact) 
几 忠 射 

光 湖 映射 

光 祖 同 及 


画 


转 


四 六 目 
to 


| 


出 洲 比 


i 


同 伦 

同 伦 的 光 少 萎 
收编 炉 Lretract) 
收缩 映射 

全 空间 

问 虽 从 

向 量 场 

密 重 线性 映射 


七 画 


局 部 同 凸 
局 部 右 限 性 

局 部 紧 (locally compact) 
局 调 坐 标 图 卡 tchart) 
局 部 表示 

局 部 平凡 尼 
局 部 映射 度 
局 部 相 实 数 

余 切 向 其 

条 切 空 入 

余 切 外 将 从 

省 和 参数 的 槛 藏 性 定理 


八 加 


图 -上 (chart) 


I Catlas) 


单位 分 解 (pattition of umity) 


单 证 人 


1 HH 
二 


单 参数 变换 群 
底 空 间 

韭 退 化 临界 点 
奇 映射 

细 身 {refinemyent) 
定 和 问心 图 汇 
定向 C' 相 容 
定向 映射 条 
定 前 环绕 数 
参数 化 

绪 长 式 熏 数 化 


九 画 


面积 形式 farea form) 
疝 积 微 元 
标 夯 场 
号 射 的 光滑 化 
现 射 讼 
喘 射 魔 的 积分 表示 
虐 射 的 Jacobian 
{manifold with boundry) 
临 蜡 点 {critical point} 
临界 值 (critival value) 


相 充 类 (intersection number) 


北 轴 数 定 理 


十 
到 


to mw hu 


流 形 tmanifold) 
沪 形 的 句 齐 性 质 
牧 (rank) 

紧 生 成 空间 
流入 tlimmersion) 


浸入 的 典范 表示 


十 一 


第 二 可 数 性 质 
淹没 {submasion) 
淹没 的 典范 表示 
维 数 (dimension) 
常态 映射 

{proper mapping) 
品 片 引 理 


(stack of reeords lemma) 


十 二 画 及 十 二 画 访 


央 人 人 (embeddqine) 

超 曲面 (hybersurfaoe) 
管状 刍 域 定理 
微分 流 形 
微分 注 形 的 单纯 剂 分 
宕 截面 

鹤 测 集 

模 2 映射 度 

槛 2 环绕 数 

模 2 相 诡 数 

横 截 性 (transversality) 


ll 


模 巷 的 典范 表示 和 ,2 横 截 逼近 定理 五 , 3; 五 ,5 
横 截 原 像 定理 五 ,2 截面 (cross section) 四 ,2 
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符 


总 


3 


索 引 


符号 后 所 附 苯 码 表 示 访 符号 在 本 书 中 出 现 的 章 , 节 . 


ai 【《 带 边 流 形 本 的 边 操 ) 
产 【 上 映射 了 的 局 部 表示 } 


mnkpf 【可 微 映射 /在 点 的 秩 ) 


Mi, Ta (MM 在 点 的 切 空间 ) 
多 《 切 空间 的 局 部 表示 映射 ) 
FF (FF 扒 切 喘 射 ) 


集合 族 的 "从属" ,又 称 " 细 分 ”) 


如 中心 宇 原点 ,六 么 为 p 的 
开 奈 体 ) 
supp 了 ( 罗 数 了 的 支 焦 】 


Ce (CM, 及 ) { 紧 支 光 沦 函数 的 集合 】 


I AI 长 的 C" 模 】 

| (CfIK 的 忆 ' 模 】 

一 【 同 伦 于 } 

5” fn 维 球 面 } 

GDR*) ( 非 沪 化 kx 上 实数 方 昨 
的 集合 】 

于 (不 交 并 ) 

TM ( 切 从 )】 

下 ! [ 子 从 邓 约 正 桨 补 从 》 

(A) 【7 的 临界 点 华 ) 

直 【 横 截 ) 

IF 的) 
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由 [Ll 


中 


三 
- 


网 


Lo ho ho 


瑟瑟 


岂 靖 卓 加 加 


Os; or， 和 .人 
{定义 局 ' 强 藻 丰 的 基本 邻 域 》 
oy (EFM 
jE】 (曲线 ? 提 在 参数 = 后 处 
的 切 向 莉 ) 
supp 玉 【向 基 场 三 的 支 集 ) 
deg, (用 (ff 对 7 的 横 2 要 盖 
层 数 ) 
{R* 中 忆 0 为 中 心 为 
半 答 的 闭 球 体 } 
型 ( 民 "中 以 人 0 为 中 心 6 汶 
半径 的 球 商 】 
Wf 【村 = 的 
横 2 环绕 数 ) 


内 十 上 
严 


Rit"™ 

Ri 

Sen £, 
deg(f, DD) 
WF, =) 
df 下 入 加 
22 (A 
df, 0A) 


{对 了 的 覆盖 六 数 } 
{F 对 = 的 环绕 数 ]) 


下 [六 本 TCF 与 了 的 模 2 相 变数 ) 十 一 ， 


所 ， 


A 


从 ， 


Sgn 5 yy 三 5 Nt (CM) 十 二 ,1 

EE 和 3 十 一 ,2 | K(x) (Guauss 戎 举 ) 十 二 ,1 

x (ss 请 Wes 吕 7 ， 7 十 一 ,2 | MM 【 余 切 空间 ) 附录 5 

人 9) (J 定 E 区 的 TM [{ 余 切 从 】 附录 5 

和 十 --,3 | A* TIM 《 余 切 外 等 空间 ) 附录 5 

ind,f 《 疝 量 场 下 在 扳 立 零点 AT 【《 余 切 外 等 呈 ) 附录 5 

了 的 指标 ) 十 一 ,5 | A 【外 以 法 ) 附录 5 

XC 【 流 形 村 的 Euler 示人 性 数 》 十 一 ,6 | 《让 微分 运算 ) 附录 和 
suppao 【微分 形式 加 的 支 集 】 十 二 ,1 
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